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Физика занимается такими лвлен!ями неорганическаго м!ра, ко- 
торыя вполнЪ или отчасти могутъ представляться, какъ совокупность 
извЪфетнаго рода движен!й. Вакъ все то, къ чему мы отноеимъ на- 
зваше тъла (матер!и), можеть быть представлено нами не иначе, 
какъ занимающимъ нфкоторое пространство, такъ точно явхе- 
н1я въ сущности не могуть быть иначе мыслимы, какъ въ соотно- 
шени къ пространству, времени и матер!и, т. е. должны 
представляться, какъ движен!я матери. Всякое явлене мы ечи- 
таемъ для себя понятнымъ и объясненнымъ, если умфемъ мысленно 
разглядЪть въ немъ опредЪфленное движеше. Изучен!е явлевший есть 
объяснеше ихъ съ помощю другихъ, болЪе проетыхъ, изъ которыхъ 
простфйшимъ представляется намъ движен!е. Поэтому основою веЪхъ 
физическихъь изсл5доваюИ является разыскане законовъ того или 
другаго движен!я, или дЪйствительно непосредетвенно наблюдаемаго, 
или на основани наблюденй опять таки нфкоторыхъ движенй нами 
представляемаго. Понятно слЪдовательно, что Механика, наука объ 
общихъ законахъ движеня матеральныхъ системъ, должна быть тфено 
связана съ Физикою, и положения первой науки должны служить 
исходною точкою для заключешй второй. Однако, хотя предметь из- 
сльдовашя обЪихъ упомянутыхъ наукъ и есть повидимому одинъ и 
тотъ-же—движен!е, 00$ онф тьмъ не менфе никакъ не предетавля- 
ютел тождественными, но въ своемь развити и въ своихъ конеч- 
ныхъ цфляхь существенно другъ отъ друга отличаются. Механика 
изсафдуетъ воображаемое движене, при любыхъ предполагаемыхъ 


условяхъ, которыя въ дЪйетвительности могутъ и не наблюдаться. 
Цъль Механики установить обийе способы изученя движенй, въ ка- 
кой-бы формЪ и при какихъ-бы условяхъ эти послЪдшя ни имЪли 
мъето. Поэтому Механика есть наука по преимуществу формальная, 
строющая свои выводы, какъ Математика, на небольшомъ чиелЪ оенов- 
ныхъ опредъленй. Физика изелёдуетъ условя наблюдаемыхь суще- 
ствующихь или предполагаемыхь существующими движенй, и уже 
разыекавши упомянутыя услов1а. дЪлаетъ евои заключеня, основы- 
ваясь на способахъ Механики. Такимъ образомъ въ основаниг выво- 
довъ Физики лежитъ опытъ и наблюдене. исходная точка Механики 
суть опредЪлешя. Н»%которыми своими областями однако Физика п 
Механика сливаютея въ одну диециилину. Это имфетъ мЪето именно 
тамъ, ГДЪ результаты наблюденш достигаются несложнымь путемъ, и 
приводять къ одному или ньеколькимъ простымъ опредълешямъ. Бъ 
такомъ случаЪ интересъ физика сосредоточивается не на разысканих са- 
мыхъ услов, но на механическихъ изъ нихъ выводахъ. Такъ напримЪръ, 
путемъ проетыхъ наблюденй мы приходим къ заключен!ю, что твер- 
дыя тЪла могутъ быть разематриваемы въ большинствЪ случаевъ, 
какъ неизмЪняемыя системы по отношен1ю къ внфшнимъ силамъ на нихъ 
дъйствующимъ, и затЪмъ, пользуясь выводами Механики, относящи- 
мися къ неизмЪфняемымъ системамт, заключаемъ о законахъ 
равновЪе1я п движеня этихъ тЪлъ подъ дЪйетыемъ силъ. Но строго го- 
воря, п въ этомъ примЪрЪ есть н$которая разница между заключе- 
шями Механики и Физики: выводы первой относительно неизмфняемой 
системы абсолютно справедливы, ибо основаны на данномъь опредз- 
лени свойствъ системы; выводы второй относительно твердыхъ тълъ 
лишь по стольку вЪФрны, по скольку твердое тЪло можно разсматри- 
вать, какъ неизифняемую систему. 

Что касается до основныхъ началъ и теоремъ, относящихся къ за- 
конамъ движеня, то они имфють такую-же важность для Физики, 
какъ и для Механики, и при изложении основашй Физики должны быть 
раземотръны на первомъ мЪетЪ. 

Пзучешемъ движен!я, какъ перемфны положеня въ пространствъ 
неизмённыхъ пили мъняющихъ свою форму геометрическихъь комплек- 
совъ, занимаетея Кинематика, предметъ которой слЪдовательно 
составлляеть изелЪдован1е соотношевшй только между простран- 
ствомъ и временемъ, безъ отношешя къ матери движущагося 
тала. 
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Понят!е о движешн матер!и влечеть за собою представление 
о силахъ, дЪИствующихъь на матерю и обусловливающихъ ея движе- 
не. ДЪйстве силъ на матерю изучаеть Динам ика, въ составъ ко- 
торой входятъ: Статика, разсматривающая дЪйств!е силъ при уело- 
вяхъ равнов$с1я, и Винетика. изучающая вляне силъ на 
движенще. 

Въ силу вышесказаннаго изучение каждаго физическаго явлен{я, 
вакъ движеня, разбивается на части кинематическую и динамическую. 
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УЧЕНТЕ 0 ДВИЖЕНТИ (КИНЕМАТИКА). 


$ 1. Общее поняпе о положени точки въ пространствЪ и его 
измънении. 


Самое простое изъ наблюдаемыхъ нами явленй есть движене. 
Подъ движешемъ мы разумЪемъ измфнеше положешя движущагося 
предмета со временемъ. Движущимея мы можемъ представлять себъ 
все, что можетъ имЪть опредъленное положене въ пространствЪ. По- 
этому понят!е о движенш приложимо не только къ матеральнымъ 
ТЪламъ, но и къ геометрическимъь мЪетамъ, занимаемымъ этими т$- 
лами. Мы можемъ говорить не только о движен!и физическаго тЪла, 
но п движениг геометрическаго тфла, о движенш поверхности, ли- 
НШ, ТОЧКИ. 

Мы будемъ сперва разематривать движене точки, какъ самое 
простое и заключающееся необходимо во веякомъ другомъ движении. 
Чтобы перейти отъ движеня точки къ движению другихъ геометри- 
ческихъ комплексовъ, мы должны раземотрЪть пли движеше воъхъ 
точекъ, составляющихъ упомянутый комплексъ, или перемфщен!е только 
его нЪкоторыхъ точекъ. Во всякомъ случаЪ изучене всякаго движе- 
ния сведется къ изученю движеня отдфльныхЪ точекъ. 

Движен1е точки намъ вполнЪ извЪфетно, когда мы знаемъ форму 
пути, который она описываетъ при своемъ перемфщени, и ту длину, ко- 
торую движущаяся точка проходитъ по этому пути въ любой проме- 
жутокъ времени, при чемъ длина считаетея отъ даннаго извфетнаго 
пункта на пути точки. Путь точки при ея перемфщени называется тра- 
эктар1ею точки. Другими словами можно также сказать, что намъ 
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тогда извЪетно движене точки, когда мы можемъ опредЪлить ея по- 
ложеше въ пространствЪ для каждаго момента времени. 

Способъ опредфлешя положения точки въ пространствЪ 
вытекаетъ изъ самаго понят!я о геометрической точкЪ. Первообразное 
геометрическое представлене есть представлене о геометрическомъ 
ТЪаЪ, т.е. о пространствЪ занимаемомъ подлежащими наблюдению фи- 
зическими тЪфлами. Границы, раздъляюния геометрическя тфла, мы на- 
зываемъ поверхностями: границу поверхностей или мЪета ихъ взаим- 
наго пересфченя—лимями. Подъ точкою мы подразум$ ваемъ мЪето пе- 
ресЪфчен!я двухъ какихъ либо лин, или лини и поверхности, наи трехъ 
поверхностей.Такимъ образомъ представлене о положени точки во вся- 
комъ случаЪ вытекаетъ изъ предотавленя о нЪкоторыхъ пересъкающих- 
ся поверхностяхъ, число которыхъ должно быть по крайней мЬръ три. 
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Примъчаще. Вышеупомянутое опредълен1е положеня движущейся 
точки данною ея траэктормею и длиною пройденнаго пути еводитея 
точно также къ опредфленю съ помощю перес5кающихея данныхъ 
поверхностей. Дъйствительно, траэкторйя (вообще нЪкоторая кривая 
лин) опредфляетея пересфченемъ двухъ данныхъ поверхностей. 
Что-же касается до длины, отмфриваемой вдоль по траэкторми для 
нахожден1я на ней положеня движущейся точки въ данный моментъ 
времени, то это отмфриваше можеть быть произведено непосред- 
ственно только въ случаЪ прямой лини. Отложить-же данную длину 
Вдоль по кривой лини (напр. по кругу) мы не можемъ съ помонию 
непосредетвеннаго совмфщеня прямой, представляющей данную еди- 
ницу длины, и измБряемой кривой. Мы должны при этомъ вычи- 
елить, между какими двумя точками кривая будетъ имфть данную 
длину: эти точки опредъаятея, какъ пересфчешя данной кривой съ 
какими нибудь поверхностями. 
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Въ большинетвЪ случаевъ представляется наиболЪе удобнымъ 
опредЪлять точку, какъ пересЪченше трехъ плоскостей, проведенныхъ 
на извЪотныхъ разстоямяхъ отъ трехъ заранфе данныхъ и опред$- 
ленныхъ плоскостей, и параллельно этимъ послЪднимъь. Упомянутыя 
данныя плоскости, относительно которыхъ опредфляетея положене 
какой нибудь точки, называются плоскостями координатъ, и 
притомъ — прямоугольных, когда плоскости взаимно перпен- 
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дикулярны, и—косоугольныхъ, когда плоскости пересфкаютъ 
другъ друга подъ косыми углами. На рисункф мы видимъь плоскости 
ХУЙ косоугольныхь и Х'У'Й' прямоугольныхъь координатъ, пере- 
27 сБкающяся другъ съ другомъ по 
и лишямъь ОХ, ОУ, 0й, 0Х, 
ОТ', О’, которыя называются 
косоугольными или пря- 
моугольными осями коор- 
динатъ. Точка пересЪченя осей 
координать О называется нача- 
у: г Рис. 1. ломъ координатъ *). 

На оси ОХ отложимъ длину Ох =а (рис. 2) и проведемъ че- 
резъ точку 14 плоскость, параллельную плоскости УОЙ; на оси ОР 
отложимъ длину Оу=б и проведемь черезъ точку у плоскость, па- 
раллельную плоскости (ОХ; точно также на разстояни Ог = с по оси 
Ой проведемъ плоскость, параллельную плоскости ХОТ. Перес$че- 
н1е упомянутыхъ трехъ плоскостей, данныхъ тремя разотоянями 
4, 6, с, ппредълить положене нЪкоторой точки 4, которая можетъ 
быть разоматриваема, какъ вершина угла параллелепипеда (косо- 
угольнаго или прямоугольнаго), ребра котораго суть а, 6, с. Эти 

длины, опредъляюцщия вполнф положен1е точки 4 
относительно трехъ данныхъ плоскостей, назы- 
ваются координатами точки 4 и обознача- 
А ЮТел вообще буквами 5х, у, 2, соотвЪтетвенно 
тЪмъ осямъ, по которымъ онЪ откладываются. 
Способъ опредЪленя положения точки съ помо- 
щию координатъ вытекаетъ непосредственно изъ 
нашего представлешя о геометрической точкЪ. 
Чтобы представить себЪ точку мы должны во- 
образить ТЪ части какой либо линш, которыя она другъ отъ друга 
отдЪляетъ; но самая лимя можетъ намъ представляться не иначе, 
какъ границей между нЪкоторыми поверхностями, которыя въ свою 
очередь должны ограничивать какое нибудь тЪло. СлЪдовательно точка 
является намъ, какъ аттрибутъ, связанный съ первообразнымъ пред- 
ставлешемъ о геометрическомъ тфлЪ. Чтобы указать на точку, мы 


*) На рисункЪ 1 лини ОХ и О7 еоотвътетвенно ОХ'и ОЙ' лежатъ въ пло- 
скости рисунка, лини ОУи ОУ! выходятъ изъ плоскости рисунка, и кромЪ того 
ОУ' къ этой поелёдней перпендикулярна. 
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должны прежде всего указать на нЪфкоторое тЪло, съ опред$ленною 
пограничною поверхностию; за тфмъ—на части этой поверхности; на- 
конецъ— на части границъ между поверхностями, т. е. чаети лиши, 
которыя и отдфляются другь отъ друга точкою. Употребляя коорди- 
наты тфиъ способомъ, какъ было указано выше, мы для опредъленя 
точки представляемъ себЪ нЪкоторое тЪло въ видЪ параллелепипеда, 
одна изъ вершинъ угловъ котораго указываеть намъ на опредЪлен- 
ную геометрическую точку. ИзмЪняя мысленно размуфры параллелепи- 
еда, мы попадаемъ упомянутою вершиною въ различныя мЪета про- 
странства п указываемъ на различныя точки. Ш такъ, обозначене 
х —=а предетавляетъ, что вдоль но оси ОХ (пли 0еп Х— 0ъ) 
должна быть отложена длина 4 и проведена плоскость, параллельная 
УОй: точно также у==б относится къ длинЪ, откладываемой по оси 
ОУ и къ плоскоети, параллельной ОХ, ит. д. Три уравненя 


д=а, 9=60, х=с 
опредфляютъ точку. 
Одно уравнене 
д — а, 


какъ мы видфли, соотвЪтетвуетъ плоскости, параллельной ОЙ. ДЪЯ- 
ствительно, оно опредфляетъ всЪ точки, которыя отетоятъ по оси 
х—0въ на длину а оть плоскости ГО; а тая точки принадае- 
жатъ плоскости. 
Дра уравнения 
д —а, 1 — | 
опредъляютъ точки, принадлежания двумъ плоскостямъ, 
одной г —а и другой у =6, 


и 
р ИИ | А" слЪдовательно представляютъ ли- 
к х ` , . . 
и \ | (1 ш1ю пересЪчен!я двухъ плоскостей 
< Ш ——^ параллельныхь ГОХ и ХОЙ. 
о | Наконецъ три уравненя 

чи поч ОИ 


© АТА 1х “ опредълятъ точку принадлежащую 
= ------ ...... ‚|... х тремъ плоскостямъ, т. е. един- 
| | х ственно точку ихъ пересфчешя. 


Такимъ образомъ различныя 
величины координатъ %, 49, & 


| <. опредъляютъ различныя точки, 
*”  лежашя въ трегранномъь углЪ 


АТИ (рис. 3). Точки, лежащия 
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въ остальныхъ смежныхъ съ первымъ трегранныхъ углахъ, сходя- 
щихея въ вершинъ 0. опредзляются длинами, окладываемыми вдоль 
по лимямъ ОХ, ОТ, ОЙ въ противоположныя стороны и ечитающи- 
мися тогда отрицательными. Такъ напримфръ, точка А’ опредъляется 
координатами 


ИЛИ 


точка 4"— координатами 


д — а, и— — 6, 8 —С 
точка А" 
Хх —а, у—=6, 8 — —С, 
точка 4“ 
х—=—фа и=-—б, а=с 
точка 47 
х=—@а, 9=6, 2=-—0, 
точка 4“ 
Хх —а, у—=— 6, я —— С, 
точка 4" 
д — --@, у=—=— 6, 8 — —6. 


Если координаты точки остаются одн% и тъже для всякаго времени, 
то мы заключаемъ, что точка остается въ покоЪ относительно дан- 
ныхъ плоскостей координатъ. Если обратное имфетъ мЪето, то мы 
заключаемъ, что точка измЪняетъ свое положеше относительно пло- 
скостей координатъ, т. е. движется. Если мы будемъ знать коор- 
динаты точки для каждаго момента времени, то будемъь имфть воз- 
можность во веякое время найти положене точки въ пространетвЪ, 
т. е. будемъ знать движен!е точки. 

УмЪть опредфлить координаты движущейся точки для всякаго 
времени значитъ умфть выразить формулою зависимость между дли- 
ною координаты и временемъ или, какъ выражаютъ короче, предста- 
вить координату, какъ функц1ю времени. Наприм5ръ, уравненя 


д—=0, ч=0, 2=0%, 
выражаютъ, что во все время движен1яЯ координаты точки, отечиты- 


ваемыя по осямъ т—овъ и у—овЪъ, суть нули, т. е. что точка дви- 
жетея вдоль по оси #— овъ, и при томъ такъ, что длины ею про- 
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ходимыя, пропорщюональны временамь. Бремя обыкновенно считается 
отъ начала движеня. Бъ приведенномъ прих5рЪ видно, что при на- 
чаль движевшя, т. е. при {= 0, точка находилась въ самомъ начать 
координатъ. Точко также уравненя 


д—=0, у=0, 2=0 


показываютъ, что точка движетея изъ начала координатъ по оси 
2—0въ такъ, что проходимое ею пространетво ростетъ пропорцональ- 
но кубамъ временъ. 

Уравнен1я 


=, И=0, 2=0 


показываютъ, что во все время движен1я точка не выходить изъ изо- 
скости ХУ, и что 00% координаты ея въ этой плоскости возраста- 
ютъ пропорщонально времени. Предположимъ, что паоскость рисунка 
(рис. 4) совпадаетъ съ плоскостю ХУ. Выбирая рялъ моментовъ 
у времени &, &, &, мы можемь опредЪлить 
з 00Ъ координаты для каждаго изъ этихъ мо- 
ментовъ; называя эти координаты, соотвЪт- 
ственно первому, второму и т. д. момен- 
тамъ, черезь {1 %, %9., у, ит. Ц, мы 
будемь имЪть на основаюи предыдущихъ 
Рис. 4, уравнен/Й разсматриваемаго движенля: 


=, 4,=0, 4.=0%, 
У=еН, 9,=0%, Уз= 0%. 


Выбирая достаточно много такихъ моментовъ времени, въ достаточно 
малыхъ промежуткахъ другь отъ друга, мы получимъ иЪфлый рядъ 
положенй движущейся точки, 1, 2, З ит. д., соединяя которыя не- 
прерывною лин!ею, получимъ траэктор!ю точки, т. е. ея путь. Въ 
данномъ примфрЪ путь точки характеризуетея тЪмъ, что 


У 9 
какъ это видно изъ предыдущихъ уравнений. Такая пропорцональ- 
ность возможна только тогда, когда путь 1, 2, 3 представаяетъь пря- 
мую линию. 

Точно также легко обнаружить, что уравненя 


=, у=, 2=% 
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представляютъ движен!е по прямой линш, проходящей черезъ начало ко- 
ординатъ и не совпадающей ни съ одною изъ плоскостей координатъ. 

Вообще, когда мы, произведя надъ одною величиною р конеч- 
ное или безконечное число дЪйстый (какъ-то: сложене, умножене, 
возведен1е въ степень и т. д.), получаемъ другую величину 9, то со- 
кращенно обозначаемъ подобную зависимость между двумя величинами 
ри 4 такимъ образомъ: 


а= (р), 

и говоримъ, что 0 есть функция отъ 1], т. е. что вообще 4 зави- 
ситъ отъ 7: если мы будемъ мЪнять величины 1, то волЪдетвае это- 
го измфнится и величина 4. Такъ, площадь круга есть функщя ето 
рад!уса; объемъ прямоугольной призмы есть функщя ея длины, ши- 
рины и высоты, и т. п. Различнымъ рядамъ дЪйств!й надъ величинами 
соотвЪтетвуютъ различныя обозначеншя для функц: А, |, В, Е, 
©, ф ит. п. Такъ, обозначеня 


и— |, (2), в —= [; (а), в = (т, 5) 
показываютъ, что # зависитъ отъ р, © — оть 4, @ — отъ хи $, но 
что воЪ эти зависимости различныя. 

Положен!е. что движене точки мы считаемъ извЪетнымъ, когда 
можемъ опредфлить ея мЪето въ пространствЪ для каждаго момента вуе- 
мени, можно на основами вышеизложеннаго выразить сокращенно 
такимъ образомъ: движен!е точки дается уравненями 


&=р(Ю, у=Ь(), 2=Ь(О. (1) 
Аналитическая Геометря учить наеъ, какъ по виду этихъ уравненй 
заключать о формЪ пути, проходимаго движущеюся точкою. 
Еж 
Примъчане. Форма пути опредЪляется такимъ образомъ. Изъ 


одного какого нибудь изъ трехъ уравненй движен1я опредфлимъ &, 
т. е. рёшимъ, положимъ, уравнене 


2= |. (8) 
относительно $, какъ неизвЪетнаго. Получимъ вообще: 
1—0 (2). 


ОпредЪленное такимъ образомъ #& подетавимъ въ каждое изъ дДвухЪ 
остальныхъ уравненй движеня. Получимъ вообще: 
= (2), у = Е, (2), 
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т. е. опредълимъ координаты точки х и у въ зависимости отъ ко- 
ординаты 2, исключивъ время. Раземотримь теперь геометрическое 
значен!е этихъ двухъ уравненй. Если мы 
въ этихъ уравненяхъ будемъ полагать # 
равнымъ послфдовательно ряду совершен- 
но произвольныхъ, но опредЪленныхь ве- 
личинъ 2, &, 24, 2 НТ. Ц. 10 
соотвЪтетвенно можемъ вычиелить ряды 
величинъ (уже не произвольныхъ) для 
хи: 


д, хм, 4., (1462 ==Е,(2), ит. д.). 
у, №, №, (946 и =, (21), ит.д). 
Такимъ образомъ получимъ (рне. 5) рядъ точекъ въ плоскости ХА, 
координаты которыхъ будуть 2, из, #&, и х,, ит. д, и рядъ то- 
чекъ въ плоскости У, координаты которыхъ будуть &, иу:, &, и У, 
ит. д. Если чиело выбранныхъ произвольныхъ значен1й 2 достаточ- 
но велико (а оно можетъ быть какъ угодно велико), то мы полу- 
чимъ въ той и другой илоскосети непрерывный рядъ точекъ, которыя 
образуютъ тамъь и сямъ нЪкоторыя кривыя лини. 
Такимь образомъ можно сказать, что уравнен!я 
=, (2) и = Е, (2), 

каждое отдЪльно для своей плоскости координатъ, предотавляютъ 
нЪкоторыя кривыя линш. Разсматривая точки, опредфляемыл только 
однимъ уравнешемь х = Р, (2). только въ плоскости ^Я, мы ТЪИЪ 
самымъ даемъ координатЪ 9/ опредъленное значене; именно, выбираемъ 
у= 0; между тЪмъ какъ уравнене х = Ё, (2) показываетъ, что, для 
какой нибудь произвольно выбранной величины 2, величина коорди- 
наты х не можеть быть произвольною, но должна быть вычислена 
изъ даннаго уравненя; величина-же координаты И можеть быть ка- 
кая угодно. Но давать координатЪ у кавя угодно значешя значить 
разсматривать точки, лежащия въ какихъ угодно паоскостяхъ, парал- 
лельныхъ плоскости Хб. СлЪдовательно, если мы проведемъ какую 
угодно плоекость, параллельную плоскости ХЯ, ивъ ней вообразимъ 
такую-же кривую линю, какая была нами опредфлена прежде въ пло- 
скости ХИ, то координаты каждой точки этой кривой очевидно удо- 
влетворятъ тоже уравнению х = А, (2). Такимъ образомъ мы можемъ 
сказать, что вообще въ пространств® уравнеше т = (2) предета- 
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ваяетъ цилиндрическую поверхность (т. е. удовлетворяетея коорди- 
натами точекъ цилиндрической поверхности}, которая образуется движе- 
н!емъ параллельно оси у — овъ нфкоторой лими (кривой или пря- 
мой), предетавляемой уравненемъ 1 = 2, (2) для любой изъ плоеко- 
стей параллельныхъ плоскости ХЙ. Точно также отдфльно взятое 
уравнене у = Ё. (2) вообще представаяеть цилиндрическую поверх- 
ноеть, которой образующая параллельна оси х — овъ, а директриса 
опредъляетея уравнешемъь у = А, (2), въ любой изъ плоскостей па- 
раллельныхъ плоскости У. Теперь понятно, что точки, координаты 
которыхъ опредфляются заразъ обоими уравненями 


д=Р, (2) и У=Е, (2), 


будуть принадлежать и той и другой цилиндрической поверхности, 
т. е. лиШи пересфченя обоихъ выше упомянутыхъ цилиндровъ. Эта 
лия. опредфляемая двумя уравнемями между тремя координатами, 
и буцетъ очевидно траэкторей движущейся точки, ибо координаты 
х, у, г, опредъляющя положене движущейся точки, въ тоже самое 
время принадлежатъ точкамъ упомянутой кривой. 

Если найдены два уравнения кривой, то кривая вполнЪ опредз- 
лена, ибо мы можемъ ее построить точка за точкою, давая коорди- 
нать 2 рядъ произвольныхъ значенй и вычиеляя потомъ по даннымъ 
двумъ уравненмямъ соотвфтетвующия координаты # и У. 

Пусть наприм$ръ будуть даны такя уравненя движения: 


х= ат", у=0”, ==; 


тогда уравненя траэкторти будутъ 


“а # 
я = —  ——&. 
6’ Ус 


Каждое изъ этихъ уравненй, въ своей соотв$тетвующей плоскости, 
представляетъ прямую линю, ибо координаты точекъ, принадлежа- 
щихъ лини, находятся, какъ показываютъ уравнешя, въ постоянномъ 
отношени другъ къ другу. Въ пространствЪ оба уравнения, каждое от- 
дЪльно, прелетавятъ поверхности, слЪды которыхъ на плоскости Х или 
Уй суть прямыя линш. Первая поверхность образуется движешемъ по 


. а .. с с 
прямой ЛИНИЯ 7—8 другон прямой параллельной оси у— въ, и есть 


слфдовательно плоскость; вторая поверхность есть тоже плоскость; 
пересзчен!е ихъ, т. е. траэктор1я точки, есть прямая линя, которая 
проходить черезъ начало координатъ, ибо ея уравнения удовлетво- 
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ряютея тождественно координатами начала, т. ©. величинами 2=0, 
у=0. 2=0. Предположимъ, что оси координатъ прямоугольныя, и 
опредфлимъ длину пути, проходимую точкою въ разныя времена по 
ея траэктоми. Пусть (рие. 6) 0$ будетъ прямолинейный путь точки, 
7 $—ея положен!е на пути дая момента вре- 
| мени 6х, 9, #2—ея координаты въ этомъ 
положениг, Тогда очевидно 


0 —=Жу+г, 
и изъ уравненй движеня: 
()<? — а?” —- Е" -- с" 


Рис. 6. откуда 


05 =Руа о, 
т. е длина пути пропорщональна и—ной степени времени. 


ин» 0 
© и 


Уравнешя (1), опредЪляющая цвижен1е точки относительно дан- 
ныхъ плоскостей координатъ, будучи разоматриваемы каждое ОТДЪлЬ- 
но. представляютъ движене трехъ точекъ по соотвЪтетвеннымь осямъ 
координатъ. ДЪйетвительно одно уравнене 

#&=р (9 

показываеть, что нЪкоторая точка движется по оси 2— въ, при чемъ 
длина пути, проходимаго этою точкою по ея прямолинейной траэктори, 
выражается въ зависимости отъ времени функцею /,(Ё). Точно также 
одно уравнене у =7>(Ё) выражаетъ движене другой точки по оси 
у— въ. Подобное же скажемъ относительно третьяго уравнешя #==/3(0). 
Эти три точки называются проложен\ями движущейся точки 
на оси координатъ. Изъ предъидущаго очевидно, что если мы знаемъ 
движен!е по осямъ координатъ проложен на нихъ движущейся точки, 
то слЪдовательно знаемъ цвижен1е самой точки. Движение проложения 
точки по соотвЪтетвующей оси называется короче просто движе- 
нтемъ точки относительно или по соотвЪтетвующей оси воор- 
динатъ. 

Слфдовательно мы можемъ сказать, что движен ]е ТОЧКИ 
намъ извъетно, когда мы знаемъ ея движен!е по тремъ 
какимъ нибудь прямымъ лин1ямъ, не лежащимъ Въ 
одной плоскости и не параллельнымъ другъ другу 
(которыя и будутъ осями координатъ). 
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Такимъ образомъ, всякое движен1е точки мы можемъ 
представить себ разложеннымхъ на три прямолиней- 
ныя движен|я. Возможность такого разложен!я вытекаеть оче- 
видно изъ нашего способа представлять себЪ положен!е точки и ея 
движен!е. Важдое изъ вышеупомянутыхъ трехъ прямолинейныхъ дви- 
женй можетъ быть разложено въ свою очередь опять на три ит. д. 


& %, Скорость. 


Самый простой случай движен!я точки, какой только мы можемъ 
сейЪ представить, будетъ тогда, когда точка движется по прямой 
лини, проходя въ равные и произвольно выбранные про- 
межутки времени одинаковыя длины пути. Такого рода 
движенше называется прямолинейнымъ равном $ рнымъ. 

Если точка движется по кривой линш, но проходя одинаковыя 
пространства въ равныя и произвольной величины промежутки вре- 
мени, то движене называется криволинейнымъ равном» р- 
НЫмЪ. 

И въ томь, и въ другомъ случа, на оборотъ, равные и произ- 
вольно выбранные промежутки пути будуть проходиться очевидно въ 
равныя времена. 

Если точка движется прямолинейно и равном р- 
но, то ея проложен1я, косоугольныя или прямоуголь- 
ныя, на какой угодно прямой движутся тоже равно- 
мЪрно. Д»Ъйствительно, пусть точка дви- 
жетея по АБ (рис. Т) и въ равныя вре- 
мена проходить равные промежутки пути 
Аа, аб, 0с ит. д. Если лишя аа’ опред»- 
ляетъ ея проложене на линю АБ’ въ по- 
ложенш а, то лини 06' сс’ ит. д., парал- 
лельныя первой, опредЪлятъ проложеня 
движущейся точки на линию А4'Б’ въ положеняхъ 0, сит. д. Такъ какъ 
отрЪзки а'б', 0'с', с'А' ит. д. 1) равны между собою, 2) могутъ быть 
выбраны произвольной величины и 3) проходятся въ равныя времена, 
то движеше по 4'Б’ есть равном рное. 

Изъ вышесказаннаго слЪдуетъь на оборотъ, что если точка 
движется равномЪрно по тремъ линтямъ не лежащимъ 
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въ одной плоскости, то движенте ея въ пространствз 
есть прямолинейное и равном Ъ рное, ибо (1) тремя дви- 
женями по такимъ лиямъ движен1е точки вполнЪ опредЪляетея. 

Пространство, проходимое точкою равномЪрно 
въ единицу времени, называется скорост!ю. 

Если слфдовательно мы обозначимъ черезъ 3 длину пути, прой- 
деннаго точкою равномфрно, черезъ $— время, въ продолжени кото- 
раго эта длина пройдена, и черезъ о— скорость, то на основаши 
вышеприведеннаго опредЪзен1я 


8 
=; . (2) 
откуда на оборотъ, если извЪетны © и Г или 9 и 3. то 
$ 
= 0и #—=— . Э 
: (3) 


Мы видимъ, что число, представляющее величину скорости, по- 
лучаетея отъ дфленя числа наименован1я длины на число наимено- 
вания времени. Въ результатЪ получается число новаго наименования, 
отличнаго отъ длины и времени. Единица этого новаго наименован1я 
не имфетъ спешальнаго названя. Но такъ какъ очевидно ® = 1, 
когда з—=един. длины, и #=един. времени, то для обозначеня еди- 
ницы скорости мы можемъ усвоить такой способъ: 
ед. длины 
ед. времени 


(+) 


За единицу длины принимается обыкновенно центиметръ, 
т. е. сотая часть метра, который въ свою очередь представаяетъ 
разстоян1!е между концами платиновой линейки (при температурЪ таю- 
щаго льда), едЪланной въ 17195 г. французекимь механикомъ Борда 
(Вог4а) и хранящейся въ ПарижЪ. Въ свое время метръ долженъ 


ед. скорости = 


1 \ 
быль представлять ОДНУ десятимилонную \107/ Часть четверти зем- 


наго меридана, согласно геодезическимь измЪрешмямъ Деламбра (Ое- 
]атфге). Познфйшия, болфе точныя геодезическая измфремя показали, 
что метръ, сохраняемый въ ПарижЪ, нЪеколько меньше приписывае- 
мой ему величины: а именно, средняя длина четверти земнаго меридтана 
представляется не въ 107 метровъ, а въ 

10007400 метровъ ”). 


*) Егегей. ОлИз ап@ Р|вузса] Солфанз. 5 70. 
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Такимъ образомъ, основашемъ метрической системы мЪръ служить 
не размЪръ земли, а длина линейки, сдЪланной Борда. 


За единицу времени принимается секунда средняго времени, 


Т. е. часть среднихъ сутокъ, причемъ подъ средними 


1 
24 ж 60х 60 
сутками подразумЪ вается средняя годичная величина промежутка вре- 
мени между двумя послфдовательными прохождениями солнца черезъ 


меридтанъ. 


На основании вышеприведеннаго опредфлен1я единицъ времени 
и длины, и на основан!и (4), мы будемъ имЪть: 
цент. 
секунд. ° 


(5) 


Слдовательно, если © будетъ численная величина скорости, то пол- 
цент. 
сек. ° 


единиц. скорости = 


ное ея обозначен!е будетъ $ 


Графически скорость предетавляется прямою лин!ею по величинЪ 

в И по направленю. Направлен!е прямой АБ (рис. 8) 

^^”  совпадаетъь съ направлен!емъ скорости, и длина ея 
д заключаетъ въ себЪ столько единицъ длины, т. е. 


Рис. 8. центиметровъ, сколько изображаемая ею скорость 


. цент. . 
содержитъ единицъ скоростей, т. е. к. Точка 4, оть которой 


откладывается данная скорость 4Б, называется точкою прило- 
жен1я данной скорости. Смыеслъ такого графическаго пред- 
ставленя состоитъ въ томъ, что движущаяся точка, исходя изъ 4, 
имЪетъ скорость АВ, т. е. двигаясь дальше въ направленш .45Б, 
пройдеть въ одну секунду длину пути 4Б. При этомъ однако не 
подразум$ вается, что точка дЪйствительно при своемъ движенш 
проходитъ всю длину ДБ: она ее пройдетъ, когда будетъ двигаться 
равномфрно въ течени единицы времени; но въ дЪйствительности она 
можеть двигаться только въ продолжен какой нибудь какъ угодно 
малой доли секунды, скорость же въ течени этого краткаго срока 
движен!я все таки выразитея лин1ею АБ, которая относится къ дви- 
женю, имъющему продолжаться цЪфлую секунду. 
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$ 3. Скорость перемфннаго движений. 


Всякое движене, не удовлетворяющее условшю равномЪрности, 
называется перемф$ ннымъ. Непрерывный рядъ равномфрныхъ 
движений, имфющихъ каждое свою отличную отъ другихъ скорость, 
представить намъ въ совокупности одинъ изъ видовъ перемЪннаго 
цвиженя, при которомъ скорость точки не остается одна и таже, 
но перем няется. Если мы предетавимъь себЪ каждый изъ про- 
межутковъ пути, на которомъ точка движется равномЪрно, съ 0с0бою 
для каждаго промежутка скорост!ю, безконечно малымъ, то получимъ 
общ! типъ перемфннаго движеня, при которомъ скорость изм$няется 
непрерывно, т. е. безконечно малыми скачками. Другими словами, 
мы можемъ себЪ представить непрерывно перем нное движен!е, какъ 
составленное изъ послЪдовательнаго ряда безчисленнаго множества 
равномфрныхъ движенй, обладающихъ каждое своею 0собою скорост!ю. 

Въ тому же представлено перемфннаго движеня мы можемъ 
прайти другимъ способомъ. Предположимъ, что точка движется по 
нфкоторой кривой отъ 4 къ Б, и что ея движен!е не равномЪрное. 

Если мы раздфлимъь путь АБ (рис. 9) на 
« произвольное число отрфзковъ 46, дс, са и 

т. д.. проходимыхъ, положимъ, въ равныя вре- 

д’ но 9 В мена, то длина этихъ отрЪзковъ вообще бу- 
`" детъ различная. Точки Аиб, бис, си@4 

И т. Д. послФдовательно соединимъ прямыми линёями, длины кото- 
рыхъ будуть вообще различны; затЪмъ представимъ себЪ нЪкоторую 
движущуюся точку, которая, пробЪгая послЪдовательно колЪна лома- 
ной лини 46с4..., проходить по каждому изъ нихъ равномЪрно въ 
течении того же самаго времени, въ которое точка, движущаяся по 
кривой, проходить дугу кривой, стянутую соотвфтетвенною прямою. 
06Ъ движущ!яся точки, на своихъ отличныхъ одинъ отъ другаго пу- 
тяхъ между Ди Б, будуть очевидно приходить одновременно въ по- 
ложеня 4, 6, с, 4... В, между которыми будуть вообще двигаться 
то опережая одна другую, то другъ отъ друга отставая. Увеличивая 
число колЪнъ ломаной лини, мы тЪмъ увеличимъь и число точекъ, 
въ которыхъ оба описанныя движен1я совпадутъ другь съ другомъ. 
Предотавивъ себф число проведенныхь вышеописаннымъ способомъ 
колфнъ ломаной лиши безконечно большимъ, (т. е. больше всякой 
данной величины), а даины колънъ— слфдовательно безконечно малыми 


ы 


[3 
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(т. е. меньше всякой данной величины), мы заетавимъ данное пере- 
мънное криволинейное движен1е совпадать въ безконечно большомъ 
числЪ точекъ съ движен1емъ, составленнымъ изъ безчиеленнаго мно- 
жества равном$рныхъ прямолинейныхъ движенй. Но сказать, что два 
движен1я совпадаютъ другъ съ другомъ въ безчиесленномъ множеств® 
промежутковъ по пространству и времени—значитъ утверждать, что 
оба движен!я совпадаютъ вполнЪ, и совершенно одинаковы. 


Итакъ, всякое движен!е въ его безконечно малыхъ 
частяхъ мы представляемъ себф, какъ равном рное и 
прямолинейное. 


Скорость перемфннаго движен1я есть слЪфдовательно скорость 
тъхъ равном$рныхъ движенй, на которыя движен!е въ своихъ эле- 
ментахъ распадается. Для различныхъ элементовъ пути эта скорость 
будетъ различная. Если точка, пройдя данный элементъ своего пути, 
будетъь продолжать двигаться далЪфе, не измфняя своей скорости ни 
по величинЪ, ни по направлен1ю, то длина пути, которую она прой- 
детъ при этихъ условяхъ въ единицу времени, и будетъ ея ско- 
рост1ю въ данномъ элементЪ пути или въ данной 
ТочкЪ пути. 


Пусть 43 *) будетъь длина безконечно малаго элемента пути, 
проходимаго точкою равномЪрно; пусть 4 будетъ безконечно малое 
время, въ продолжен!и котораго эта даина проходится. Это время 
должно быть безконечно малымъ, если движене существуетъ, т. е. 
наблюдается, ибо въ противномъ случа, еслибъ оно было конеч- 
ное (т. е. не безконечно малое), то мы имфли бы въ результатЪ, 
что точка должна проходить конечное пространство, состоящее изъ 
безконечнаго множества частей 43, въ продолжене безконечнаго же 
множества конечныхъ промежутковъ времени, т. е. въ продолжени 
безконечнаго времени; другими словами, точка не перемфщалась бы за- 
мЪтно въ любой конечный промежутокъ времени, или находилась бы 
въ поко%. Если 43 и 0 даны, то скорость точки въ данномъ эле- 
ментф пути будетъ очевидно на основанйи (2): 


(5 
ТЕ, (6) 


*) Буква 4, поставленная передъ алгебраическимь выражен!емъ какой либо 
величины, показываетъ, что эта величина безконечно мала. 


» 


2 () ГлАВА [. ВИНЕМАТИКА. КЗ 


Хотя 43 и @Ё каждое отдЪльно, безконечно малы, но отноше- 


, (5 
не ИХЪ можеть имЪть очевидно опредЪленную конечную величи- 


ну, и выразить конечное пространство, которое точка пройдетъ въ 
единицу времени, если, пройдя данный элементъ 48, будетъ двигаться 
далЪе. не измЪняя своей скорости ни по величинЪ, ни по направлению. 


Если направлен1е скорости не измЪнитея, то оно будетъ пред- 
ставлять прямую линИо, совпадающую съ элементомъ 43. Такая пря- 
мая называется касательною въ данномъ элементЪ къ траэкторши 
движущейся точки. 


Изъ предыдущаго сл5дуетъ графическй способъ представлешя 
скорости въ какомъ нибудь мЪеть С пути АБ криволинейнаго пе- 
ремфннаго движеня. Въ точкЪ С (рис. 10) мы проводимъ, въ сто- 

у рону движеня, касательную къ кривой 4Б, 
и т. е. линю совпадающую съ элементомъ 
А `\в СО кривой, лежащимъ около точки С (все 
Рис. 10, равно, непосредственно до нея, или поелЪ 
нея, или по бокамъ ея). На этой прямой, въ сторону движеншя, мы 
откладываемъ величину скорости %, СГ, т. е. частное, получаемое 
отъ дълешя длины промежутка пути СО на время 4 въ которое 
этотъ путь проходится. Еели движущаяся точка, минуя элементъ 
СО. пойдетъ далЪе, не измЪняя своей скорости по величинЪ и на- 
правлен!ю, то въ единицу времени, т. е. въ секунду, она пройдетъ 
длину СТ (или РГ, ибо въ предфль ОСТ= От такь какь СО 
безконечно мало). 
Дифференщальное исчислен!е учитъ наеъ находить отношение 


45 
двухъ безконечно малыхъ величинъ и. для всякаго даннаго движен1я. 


Чтобы составить себЪ понят!е о томъ, какъ разыскивается ско- 


рость при данномъ движеши мы разберемъ н%Ъеколько простыхъ 
случаевъ. 


1) Предположимъ, что по какой нибудь траэкторш точка дви- 
жется такимъ образомъ, что зависимость длины $, проходимаго ею 
пространства, отъ времени выражается формулою 


$ —=аё. 


Пусть требуется опредЪлить скорость точки въ томъ мЪетЪ, въ ко- 
торое она прШдетъ по прошествш времени # отъ начала движения. 
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Это мЪето мы найдемъ, отложивши длину .4М = (рис. 11) на 
данной траэктор1и отъ даннаго пункта исхода 4 движущейся точки. 
Касательная къ траэктори въ этомь мЪет№ опре- 
дЪлить направлене скорости. Величина-же ея най- 
детея, если мы узнаемъ безконечно малое проетран- 


№. ство ММ’, проходимое точкою въ течени безко- 

д нечно малаго промежутка времени до или посл мо- 

/ мента времени $. Выберемъ н$зкоторый моментъ вре- 

А же 11 мени #, слЪдующЙ за моментомъ Фи безконечно къ 
ИС. . 


нему близкЙ, такъ что въ безконечно малый проме- 
жутокъ времени #— точка пройдетъ безконечно малую часть своего 
пути ММ’. Тогда очевидно, такъ какъ 
АМ=\щ, АМ!=а#, 

то 

ММ! = АМ! — АМ=а:=а(#—%} 
а такъ какъ время прохожден1я элемента Л', которое мы 00603- 
начаемъ черезъ 0%, есть #—& то по (6): 


„— 48 __ М! а, 
а в 


Мы видимъ, что скорость для каждаго момента времени остаетея 

одна и таже, равная а. Движен1е по траэкторти есть сл5довательно 

равномфрное. Вакой-бы мы ни брали промежутокъ времени #—&, 0е3- 
МИ! 


конечно малый или конечный, частное р 


всегда останется одно 
И тоже. 
2) Пусть длина пути, проходимаго точкою по ея траэктор!и отъ 
даннаго мета исхода, выражается формулою 
$=6Р. 


Требуетея найти скорость для момента времени: & Длина пути $9', 
`проходимаго отъ точки исхода до момента времени #, безконечно 
близкаго къ ©, будетъ 


8 = 62. 


Длина пути, проходимаго въ безконечно малый промежутокъ времени 
и — 5, будетъ 


8-8 = 48 =6(#*—Й). 
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СлЪдовательно скорость 


8—8 48 _ 6(12— 1) 


ИЕ Ч В 
(ИИ -НИ и 
ЕО. 


Но такъ какъ #— # должно быть меньше всякой данной величины, 
то въ предфлЪ можетъ быть положено 
й—1—=—0, откуда П=Ф, 

и слЪдовательно 

1 — 26, 
т. е. скорость возрастаеть пропорц!онально времени. Такое движене 
называется равномф рно ускореннымъ. При немъ очевидно въ 
равные и произвольно выбранные промежутки времени скорость воз- 
растаетъь на равныя величины. 

3) Пусть движене выражается формулою 

8 —= с. 

Тогда, сохраняя обозначен1я предыдущихъ примфровъ, мы будемъ имФть: 
8", 8—8 ==6 (1—7), 


8—8 Ш. #” — № 
О ф- 
` РОЯ" И" "зе ... ее т). 


Число всфхъ элементовъ суммы будетъ и. Полагая въ предълф # =, 
получаемъ: 

ое Ра...) = ист, 
Скорость возрастаетъ пропорцонально 2 — 1 степени времени. 


$ 4. Сложене скоростей. 


Мы видЪфли уже въ & 1, что движене точки въ пространствЪ 
намъ извЪфетно, когда дано ея движен!е по какимъ нибудь тремъ ли-’ 
мямъ, не параллельнымъ и не лежащимъ въ одной плоскости, ибо 
по положеню извЪфетнымъ образомъ взятыхъ проложенй точки на 
упомянутыхъ трехъ лившяхъ мы можемъ для всякаго момента вре- 
мени найти ея положен!е въ пространствЪ. Вопросъ теперь состоитъ 
въ томъ, какъ по тремъ даннымъ скоростямъ упомянутыхъ проло- 
жен!й найти скорость движущейся точки въ пространствЪ, или иначе, 
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какъ сложить три данныя скорости, принадлежащ:я 
ОДНОЙ И ТОЙЖе движущейся точеф. 

Вогда движущаяся точка проходить по своему криволинейному 
пути безконечно малую длину 4$ (прямолинейную), то ея проложе- 
ня проходятъ по осямъ координатъ (вообще по какимъ угодно тремъ 
не параллельнымъ и не лежащимъ въ одной плоскости лин1ямъ) без- 
конечно малыя длины 4х, Ау, 42. СлЪдовательно ат, ау, 4г будуть 
проложенями элемента пути (48 на оси координатъ. Величина упомя- 
нутыхъ проложен останется таже, если мы будемъ пролагать 45 
не на данныя оси координатъ, но на Друг!я как1я либо три прямыя 
лини имъ параллельныя “). Поэтому, проводя черезъ начало элемента 
4$ (рис. 12) три лини, параллельныя даннымъ осямъ координатъ, и 
пролагая на нихъ 4$, мы замфтимъ, что 45 представится намъ Д1а- 

и гональю параллелепипеда, ребра котораго бу- 
дутъ 4х, Чу, 4г. Если мы каждое изъ ре- 
беръ упомянутаго параллелепипеда увеличимъ 
или уменьшимъ въ одинаковое число разъ, 
то Д1агональ новаго параллелепипеда, по- 
строеннаго на измфненныхъ ребрахъ, бу- 
деть очевидно увеличена или уменьшена во 
столько же разъ, какъ ребра, и не измт- 
нитъ своего положенйя. 

Если слфдовательно мы увеличимъ ре- 
бра. 4х, Чу, 42 нашего параллелепипеда въ 


Рис. 12. 


1 
ар РаЗЪ, то получимъ новый параллелепипедь съ ребрами 


ох=, оу, ОД 4 
— ЧЁ’ _ ЧЕ’ — @Е’ 

“) Проложен{е или проэкцю одной лини, кривой или прямой, на другую мы 
находимъ, проводя изъ каждой точки пролагаемой или проэктируемой лин!и прямыя, 
параллельныя данной плоскости, такъ, чтобы онъ пересвкали ту лин!ю, на которую 
мы пролагаемъ, или, что все равно, проводя черезъ точки пролагаемой лини пло- 
<коети, параллельныя данной. 06% лини, пролагаемая и та, на которую мы прола- 
гаемъ, вообще могутъ лежать въ разныхъ плоскоетяхъ. Ища проложен1я на оси 
координатъ, мы проводимъ черезъ точки пролагаемой лин!и плоскости, параллель- 
ныя плоскости двухъ какихъ нибудь изъ трехъ осей, чтобы получить проложен!е 
на третью ось. Проложен1е какой нибудь лини на данную плоскость мы находимъ 
проводя черезъ каждую точку лини прямыя параллельныя данной прямой. Ища 
проложеше на какую нибудь изъ» плоскостей координатъ мы проводимъ черезъ 
точки пролагаемой лин!и прямыя, параллельныя третьей оси, не лежащей въ этой 
плоскости. 
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. 43 
дгагональ котораго будетъ ОВ=-, ‚ И совпадетъ по направлен!ю съ (3. 


Если подъ 4 мы будемъ подразумФвать время, въ которое движу- 
щаяся точка проходить элементъ 43$ своего пути, а ея проложен1я 
на 0си координатъ проходятъ длины 4х, 4у, 42 по этимь поел%д- 
ах Чу а2 


НИМЪ. ТО отн НЯ —, =. — 
ТО Ото р, р 


выразятъ скорости проложевнй по 


соотвфтетвующимъь осямъ координатъ, и я; — скорость по траэкто- 


{ 
р1и. Такимъ образомъ мы видимъ, что если даны скорости точки 
(т. е. ея проложен) по тремъ осямъ координатъ, то ско- 
рость по траэктор1и находится, какъ д1агоноль па- 


раллелепипеда, построеннаго на данныхтъ скоростяхъ. 


т ‚5 42 Чу 42 | 
‚ е. скорости проложен! , зу, т; Суть въ тоже вре- 


мя проложен1я скорости ра 

Въ случаЪ прямоугольныхъ 06ей координать квадратъ дтагонали 

будетъ равенъ суммЪ квадратовъ трехъ реберъ, и мы будемъ имЪ ть: 
48 (аз? [49 а2\? , 
а) = (ав) + (#) + (а). (И) 

Вышеупомянутыя три скорости называются слагающими 
скоростями; четвертая скорость, но нимъ находимая, называется 
результирующею скорост1ю. Если движене точки опредз- 
ляется только двумя скоростями, то скорость точки по траэктори 
лежитъ въ плоскости двухъ данныхъ скоростей. Это будеть имЪть 
мЪсто очевидно въ томъ случаЪ, когда скорость относительно одной 
изъ трехъ осей координатъ равна нулю. Въ такомъ случаЪ построе- 
не параллелепинеда обращается въ построенме параллелограмма на 
двухъ данныхъ скоростяхъ, какъ на сторонахъ, результирующая 
скорость будетъ д1агональю этого параллелограмма. 

Изъ рисунка (13) мы видимъ, что если три ребра параллеленипе- 
да намъ даны, то нЪтъ надобности строить всЪ остальные де- 
вять реберъ параллелепипеда, для получешя величины и направле- 
ня его д1агонали. Для упомянутой цфли достаточно изъ конца одно- 
го изъ трехъ реберъ, напр. АБ, провести линю параллельную и 
равную одному изъ двухъ остальныхъ реберъ (напр. БС), и изъ 
конца этой посл$дней—лин!ю параллельную и равную третьему ребру 
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(напр. СР); соединяя конецъ этой послЪдней зиви съ точкою пе- 
ресЪчен1я А трехъ данныхъ реберъ (въ случаЪ скоростей, это будеть 
ихЪъ точка приложен!я) мы получимъ искомую д!агональ 40. 

Изъ того-же рисунка мы видимъ, что находить результирующую 
скорость мы можемъ, складывая сперва двЪ изъ трехъ данныхъ ско- 
ростей (т. е. ища сперва ихъ результирующую въ томъ предполо- 
жен!и, что третья скорость есть нуль), и затЪмъ складывая найден- 
ную результирующую съ третьей скоростю. Важдая изъ трехъ ско- 
ростей АБ, ВО, СО (рис. 13), составаяющихъ результирующую 
скорость 40), можеть въ свою очередь 
быть дана не прямо, но съ помощю ея. 
составляющихь по какимъ нибудь напра- 
влешямъ. Въ такомъ случаЪ очевидно каж- 
дая изъ вышеупомянутыхъ трехъ скоро- 
стей должна быть найдена, какъ результи- 
рующая своихъ слагающихъ, по вышеиз- 
ложенному способу построеня трехъ ре- 
беръ параллелепипеда (или двухъ сторонъ, 
параллелограмма). СлЪдовательно скорость 
АБ ножетъ быть представлена на рисункЪ, 
какъ заключительная сторона многоугольника, стороны котораго (во- 
обще очевидно не лежания въ одной плоскости) 4, (СН, НВ про- 
ведены параллельно даннымъ слагающимъ скорости АБ; точно также 
ВС будеть заключительною стороною подобнымъ-же образомъ по- 
строеннаго многоугольника БАС, и т. д. Разематривая полученный 
такимь образомъ многоугольникъ А@НВКСЕРЕО, мы приходимъ къ 
слЪдующему заключен!ю: если слагающия скорости даны не непосред- 
ственно, а съ помощю своихъ слагающихъ, а эти послъдня опять 
съ помощю евоихъ, и т. д. до какого угодно числа скоростей, то для 
построен!я общей результирующей намъ нЪтъ надобности производить 
послЪдовательно сложеня сперва нфоколькихъ скоростей по двЪ или 
по три, потомъ полученныя скорости опять складывать по ДВЪ или 
по три, пока не пр!йдемъ къ послфднимъ тремъ слагающимь АБ, 
ВС и СБ; напротивъ, мы можемъ непосредственно строить ломаную 
лин!ю, колфна которой равны и параллельны вефмъ даннымъ скоро- 
стямъ; прямая, замыкающая такого рода ломаную лин!ю, обращая ее 
въ замкнутый многоугольникъ, и будетъ общею результирующею веъхъ 
данныхъ слагающихъ скоростей. Направлен!я слагающихъь скоростей 
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но периметру упомянутаго многоугольника будутъ идти веф въ одну 
сторону, а направлен!е результирующей— въ обратную. 

Величина и направлен1е результирующей не измфнятея, если мы 
измънимъ порядокъ послЪдован1я другъ за другомъ колЪфнъ ломаной 
лини, параллельныхъ даннымъ слагающимъ скоростямъ, т. е. если 
мы измфнимъ порядокъ сложеня. Для этого достаточно показать, что 
мы можемъ переставить какъ угодно одну послЪ другой каждыя двъ 
или три скорости. Изъ рисунка сложешя трехъ или двухъ ско- 
ростей ясно непосредетвенно слЪдуетъ, что мы пруйдемъ къ одной и 
той-же результирующей, въ какомъ-бы порядкЪ ни проводили колЪна 
ломаной лини, параллельныя даннымъ скоростямъ. Такимъ образомъ, 
имЪя скорости а, с Це, представленныя въ видЪ многоугольни- 
ка, мы можемъ перемфнить мЪета сторонъ, положимъ, си 4, и бу- 
демъ имЪть многоугольникъ а, 6, 4, с, е измфняя затЪмъ мъЪета 
р и 4, будемъ имфть а, а, 6, с, е, ит. д. очевидно можемъ любую 
изъ данныхъ сторонъ поставить на мЪето любой изъ остальныхъ, 
сохраняя при этомъ конечно ихъ параллельность даннымъ слагаю- 
щимъ скоростямъ, приложеннымъ къ одной точкъ. 


Итакъ, результирующая скорость можетъ быть 
представлена, какъ заключительная сторона много- 
угольника, стороны котораго равны и параллельны 
даннымъ слагающимъ скоростямъ и построены въ ка- 
комъ угодно порядкЪ послЪдовантя другъ за другомъ. 
Величина результирующей скорости не изм няется 
отъ изм $ нен1я порядка сложения, какъ алгебрическая сумма 
не измЪняется отъ измфненшя порядка слагаемыхъ. 


Описанный способъ сложешя скоростей, какъ количествъ, имЪ- 
ющихъ величину и направлене, называется геометрическимъ 
сложенемъ;. количество, получаемое въ результатЪ геометрическаго 
сложен1я называется геометрическою суммою. 


Изъ предыдущаго слЪфдуетъ очевидно, что слагая данныя скоро- 
сти, мы рьшаемъ вопросъ, съ какою скоростю должна двигаться 
равномЪрно точка, чтобы въ единицу времени прийти въ тоже поло- 
жен!е, въ которое она пришла-бы, ‘обладая послЪдовательно каждою 
изъ данныхъ слагаемыхъ скоростей въ теченти единицы времени. 


Умъя складывать скорости мы можемъ очевидно также наобо- 
ротъь разлагать данную скорость на какое угодно число скоростей, 
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направлен1я которыхъ даны. Въ такомъ случаЪ величина скоростей 
можеть быть выбрана произвольно кромЪ двухъ поесльднихъ. 

Если дана результирующая и всЪ слагающия безъ одной, то 
недостающая слагающая опредЪлится очевидно, какъ заключительная 
сторона многоугольника, построеннаго на результирующей и данныхъ 
слагающихъ. Направлен!е искомой слагающей должно быть взято 
вдоль по периметру многоугольника въ одну сторону съ остальными 
слагающими. 

Съ измфнешемъ направлен!я по пролагаемой лини (напр. АВ 
или БА, рис. 14) измфняется очевидно и на- 
правлен1е по ея проложен!ю, косоугольному или 
прямоугольному. СлЪдовательно, если направлен!е 
скорости мфняется въ прямо противоположное, 
А? 27 То такимъ же образомъ мЪняются направлен!я 

Рис. 14. ея слагающихъ. 

Проложимъ стороны АВ, БС,.... ОЕ, ЕА какого нибудь 
замкнутаго многоугольника на какую 
нибудь линю Л, косоугольно или 
прямоугольно, и будемъ считать на- 
правлен1е сторонъ въ одну сторону 
по периметру многоугольника; положи- 
тельное направлен1е проложен!й будемъ 
считать также въ одну какую нибудь 
сторону по ММ. Тогда очевидно, какъ 
это легко видфть изъ рисунка (15): 
алгебраическая сумма проложен:й замкнутаго много- 
угольника (лежащаго въ одной плоскости или въ 
нфоколькихъ) на какую нибудь прямую будетъ равна 
нулю *”). Такъ какъ съ другой стороны очевидно, что геометри- 
ческая сумма сторонъ многоугольника, считаемыхъ по периметру 
въ одну сторону, будетъь тоже нуль, то предъидущее заключен!е можно 
выразить такимъ образомъ: если геометрическая сумма пря- 
мыхъ равна нулю, то алгебраическая сумма ихъ про- 
ложен!й на другую какую нибудь лин1ю тоже есть 
нуль. 

Называя положительныя или отрицательныя величины упомяну- 
тыхъ проложен!й черезъ а, 9, сит. д., мы будемъ имЪть для слу- 


В - 


Рис. 15. 


*) т.е. аб -Е Вс -- с4 — ае — еа = 0. 
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чая когда всЪ колЪна направлены по периметру въ одну сторону: 
ар е-+ат... +-=0, 
Б-еат... = а, 
т. е. одно изъ проложенй, взятое съ противнымъ знакомъ, равно 
сумиЪ веЪхь остальныхъ. Слдовательно проложен!е одной 
стороны многоугольника на какую нибудь лин1ю 
равно суммЪ проложен!й на туже лин1ю остальныхъ 
сторонъ, считаемыхъ по периметру въ обратную сто- 
рону съ первой. Но такъ какъ въ такомъ случаЪ очевидно пер- 
вая сторона равна геометрической суммЪ веЪхъ остальныхъ, то мы 
можемъ вывести слЪдующее общее заключен!е: 
Сумма проложен!1Й данныхъ прямыхъ на какую 


нибудь другую прямую равна проложен1ю ихъ гео- 
метрической суммы. 


Прилагая это заключене къ скоростямъ, мы получаемъ, что 

Проложен1е результирующей скорости на какую 
нибудь прямую равно сумм проложен1й ел слагаю- 
ЩИХхЪ. 

Въ частномъ случаЪ, когда прямая, на которую пролагаются 
скорости, совпадаетъ съ результирующею, мы имЪемъ, что резуль- 
тирующая равна суммЪ проложен1й на нее слагаю- 
щихъ. Такъ какъ при этомъ величина результирующей при данныхъ 
слагающихъ всегда очевидно одна и таже, то заключаемъ, что, ка- 
кимъ-бы образомъ мы ни пролагали слагаюцщая на ихъ результирую- 
щую (т. е. косоугольно, или прямоугольно), алгебраическая сумма 
проложенй будетъ всегда одна и таже— равная результирующей. 

Операщя упомянутаго прежде геометрическаго сложения представ- 
ляетъ собою ничто иное, какъ разыскане, съ помощю геометриче- 
скаго построен1я, пролагаемой лини по даннымъ ея проложешямъ. 
Складываться геометрически могутъ слЪдовательно воЪ однородныя 
между собою величины, которыя по величин и направлению могутъ 
быть представляемы прямыми линями, и изъ которыхъ каждая мо- 
жетъ быть дана своими проложенями на какя либо направленя. 
Алгебраическое сложене есть частный случай геометрическаго сло- 
жен!я величинъ, направленныхъ въ ту или другую сторону по одной 
и той же прямой. Для обозначения геометрическаго сложеная мы 0у- 
демь употреблять знакъ --. СлЪфдовательно если величина © есть 
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геометрическая сумма величинъ 4, Б, С ит. д., то мы будемъ 
обозначать 


5=448404..., (ту 
выражая тфиъ, что лиШя © есть заключительная сторона ломаной 
линш, состоящей изъ 4, Б, С..., направленныхъ въ одну сторону 


по периметру въ обратномъ смыслЪ относительно 05. 


На оборотъ, если дана геометрическая сумма величинъ и одно 
изъ слагаемыхъ, то геометрическая сумма остальныхъ слагаемыхъ 
опредЪлится, какъь геометрическая разность двухъ первыхъ 
названныхЪъ величинъ. Геометрическое вычитан!е мы будемъ обозна- 
чать знакомъ —, и на основани ето опредфления будемъ имЪть 
изъ (7)': 

ВА 0-.0--...=5-А. (7) 


$ 5. Относительная скорость. 


Беякое движен!е есть относительное, ибо положешя движущихся 
точекъ, мы можемъ только опредфлять относительно чего нибудь, 
но не абсолютно. Опредзляя положене и движене точки отно- 
сительно даннаго тЪла или данной поверхности, мы ничего не можемъ 
сказать о положени самаго этого тЪла или самой поверхности, пока 
У насъ нЪтъ еще другаго тЪла, относительно котораго мы опредЪлили 
бы положеше перваго. 


Бопросъ объ относительномъ движени вообще сводится къ р%- 
шен!ю задачи—по данному движению относительно однЪхъ осей коор- 
динатъ и по данному движению этихъ осей въ пространств», т. е. 
относительно новыхъ 0сей, найти движен!е точки относительно этихъ 
послЪднихъ, или обратно— найти движен!е точки относительно первыхъ 
осей, когда дано, по прежнему, движен!е первыхъ осей и движен!е 
точки относительно послфднихъ. 


ТЪ оси, о движенши которыхъ въ этихъ вопросахъ не упоми- 
нается, называются условно неподвижными, а движен!е по нимъ— 
абсолютнымъ, но тоже условно; движен!е по подвижнымъ осямъ 
называется относительнымъ по преимуществу. Такимъ же обра- 
зомъ различаются скорости по осямъ координатъ, движен!е которыхъ 
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не дано, и скорости по осямъ, которыя движутся относительно пер- 
выхъ. Первыя скорости въ такомъ случаЪ называются абсолют- 
ными, вторыя—относительными. Такъ какъ понят1е о ско- 
рости заключаетъ въ себЪ представлен1е о прямолинейномъ движени, 
то вопросъ объ относительныхъ скоростяхъ будетъ частнымъ случаемъ 
общаго вопроса объ относнтельномъ движенши. 

Пусть АВ (рис. 16) представляетъ скорость, приложенную въ 
концЪ времени $ къ точкь 4 и совпадающую 
съ направлен1емъ движен1я. Движущаяся точка 
т, остается на этой лиши по крайней мЪрЪ въ те- 
ьчени безконечно малаго элемента времени 4%. 
Предположимъ далЪе что лин!я .4Б не остается 
неподвижною въ плоскости рисунка, но движется 
по ней, имЪя въ тотъ же данный моментъ времени для всЪхъ своихъ 
точекъ скорость АС. Это значитъ, что всЪ точки лиши АБ, вмЪетЪ 
съ движущеюся по ней точкою, перемфщаются параллельно АС, съ 
данною скоростю, по крайней мЪрЪ въ течени элемента времени @%, 
слъдующаго за моментомъ # (т. е. наступающаго по истечени вре- 
мени #). Если скорости точки и лини неизмфнятся въ течен]и еди- 
ницы времени, слЪдующей за $, то въ эту единицу времени точка 
пройдетъ по лин!и длину АБ; а сама лия вофми своими точками 
пройдетъ длину АС и займетъ положене СП. Требуется найти ско- 
рость движеня по неподвижной плоскости рисунка, которое въ дан- 
номъ случаЪ должно быть принято за абсолютное. Въ течени еди- 
ницы времени точка перемфетится по плоскости очевидно изъ .4 въ 2. 
Чегко показать, что движен!е ея между А и Л) будетъ прямолинейное 
и равномфрное. ДЪЬйствительно, предположимъ что лия АБ, двигаясь 
равномЪрно по АС, пройдеть какую нибудь и— ную часть своего 
пути, АК, которую она пройдетъ очевидно въ и— ную часть секунды; 
но такъ какъ точка движется вдоль по самой лини АБ тоже равно- 
мЪрно, то въ и— ную часть секунды она пройдетъ по движущейся 
лини длину АГ., которая составить тоже — ную часть отъ .4В или 
равной ей СО. СлЪдовательно 


АК КГ 1. 
АС ОО тп’ 
а это отношене тогда возможно, когда три точки 4, Г и 0) лежатъ 
на одной прямой. Такъ какъ ях можетъ быть какою угодно величи- 


В Ф 


А К Г 
Рис. 16. 
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ною, то заключаемъ, что для всякаго момента времени, въ теченши 
секунды, точка будетъь на прямой АД. ВромЪ того, такъ какъ 


АГ _1 
РА пт’ 
то мы заключаемъ, что длины, проходимыя точкою но прямой АД, бу- 


1 
дуть пропорцюнальны времени (5. доли секунды), т. е. что движен!е 


будетъ равномфрное. Итакъ, 42, представаяя длину, проходимую 
точкою равномфрно въ единицу времени ло плоскости рисунка, бу- 
детъ искомая абсолютная скорость, и представится геометри- 
ческою суммою двухъ данныхъ скоростей. 


Если плоскость рисунка не остается неподвижною, но перем%- 
Щается съ нфкоторою скоростю АЕ (рис. 17), не лежащею вообще 
р въ плоскости ВАС, то лимя АД будетъ 

двигаться съ тою же скорост!ю, и для на- 
хожден!я абсолютной скорости точки мы 
„ Колжны сложить скорости Аи АЕ. И такъ 
далЪе для какого угодно числа скоростей. 


Такимъ о0бразомъ мы видимъ, что 
вопросъ о нахожден!и абсолют- 
ной скорости по даннымъ отно- 
сительнымъ приводится вообще 
къ сложен!1ю этихъ посл ЪднихЪ. 


Рие. 17. 


СлЪдовательно нЪеколько скоростей, приложенныхь къ одной 
точкф, мы можемъ себЪ представлять, кромЪ способа предъидущаго 
параграфа, еще какъ рядъ относительныхъ скоростей, опредфляющихъ 
60бою нЪкоторую абсолютную скорость. 


Вопроеъ о нахождени относительной скорости по данной абео- 
лютной и другимъ относительнымъ очевидно сводится къ геометри- 
ческому вычитан1ю, т. е. къ нахожденю слагающей скорости 
по данной геометрической сумиЪ скоростей и по остальнымъ сла- 
гающимъ. 


Очевидно, что если данныя слагаемыя скорости направлены воЪ 
по одной и ТОЙ же прямой, въ ту или другую сторону, то многоуголь- 
никъ скоростей обращается въ прямую, и результирующая скорость 
будеть алгебраическою суммою слагающихъ, причемъ скорости, 
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направленныя по прямой въ разныя стороны отъ ихъ точки прило- 
жевшя, должны имЪть разные знаки. 

Если мы имфемъ точку 4, движущуюся по прямой лини (рие. 18), 
то мы только тогда можемъ различать это движен1е, когда на той же 
прямой лиши намъ дана еще точка Б, изуфнен!е разетояя отъ 
которой движущейся точки мы можемъ измЪрять. Еели сама точка Б 
движется по той же лиши относительно третьей 
точки С, то по предъидущему очевидно, скорость 4 
относительно Б будетъ равна разности скоростей 
Ви А относительно третьей точки С. Если 00% точки Аи Б 
имЪютъ скорости по различнымъь прямымъ, то относительная ско- 
рость ихъ проложен по осямъ координатъ булеть равна разности 
скоростей этихъ проложен. Складывая эти разности, мы получимь 
относительную скорость двухъ точекъ, которая очевидно будетъ 
геометрическою разностю ихъ скоростей. Птакъ, относительная 
скорость двухъ точекъ равна геометрической раз- 
ности ихъ абсолютныхъ скоростен. 

НапримЪръ, пусть (рис. 19) АЙ, будетъ скорость одной точки, 
у: и БГ, — другой. Чтобы найти скорость Б 
| й относительно 4 мы должны изъ послЪд- 

ней вычесть геометрически первую. Для 


а 


—- 


Рис. 18. 


А. ЫЪ_ 2 ь х 
= 25 ® этого переносимъ 0бЪ скорости въ одну 
} „” 
„7“ и к ятз и хз т 
РА Б у Точку, положимъ 4, и проводимъ заклю- 
\- . чительную сторону Г.,Г,, которая и 
Рис. 19. 


предетавитъ искомую скорость. Направ- 
лен!е ея по периметру многоугольника должно совпадать съ вычитае- 
мою скоростию, т. е. идти оть Г, къ Г,. Очевидно что скорость 4 
относительно Б будетъ таже, но направлена отъ Г; къ Г,. Въ пер- 
вомъ случаЪ д1агональю параллелограмма скоростей будеть АТ, во 
второмь АТ,. Относительная скорость двухъ точекъ будетъ нуль, 
т. е. точки будуть въ покоЪ относительно другь друга, когда ско- 
рости ихъ равны, параллельны и направлены въ одну сторону. 
Вышеприведенное опредЪлен1е относительной скорости двухъ то- 
чекъ мы дЪфлали въ томъ предположени, что даны ихъ абеолютныя 
скорости, т. е. извфетно ихъ движен1е относительно данныхъ въ 
пространствЪ плоскостей (координатъ) или линШ. Но если мы во0б- 
разимъ себЪ только одну точку въ пространствЪ, безъ веякаго отно- 
шеня къ какимъ либо другимъ даннымъ геометрическимъ мЪфетамъ, 
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то мы не будемъ въ состояни приписать этой точкф какое либо дви- 
жене: для нашего понятия, соетоян1я покоя и движен!я такой точ- 
ки будутъ безразличны. Тоже самое мы должны заключить и о ка- 
комъ угодно числЪ точекъ, неизмённымъ образомъ связанныхъ другъ 
ь другомъ, т. е. о неизм$няющихея лишяхъ, поверхностяхъ и т%- 
лахъ. Если мы имфемъ только двЪ точки въ пространетв$, то мы 
можемъ понять ихъ движен!е только по стольку, по скольку из- 
мЪняется ихъ взаимное разстояне. 0бъ измфнени положеня самой 
лини, соединяющей 0бЪ данныя точки, мы не можемъ судить, ибо не 
будемъ имЪть возможности отмЪтить какъ нибудь это измфнене. 
Такимъ образомъ, если одна точка двигалась-бы около другой по по- 
верхности сферы, въ центрЪ которой была-бы эта другая точка, то 
въ нашемъ представлении 06% точки должны-бы были оставаться въ 
покоф, ибо ихъ разстоян1е не измЪфнялось-бы. Въ упомянутомъ дви- 
жен1и мы могли-бы только тогда отдать себЪ отчетъ, когда кромЪ двухъ 
разсматриваемыхъ точекъ имфли-бы въ пространств еще какя либо 
намфченныя геометрическя мЪета, относительно которыхъ мы могли-бы 
замфтить измфнен1е положення лини, соединяющей 00% точки. 

Если даны въ пространствЪ точка и прямая, то измфнен1е ихъ 
относительнаго положения будеть состоять только въ измфнени раз- 
отоян1я точки отъ лини, т. е. длины перпендикуляра, опущеннаго 
изъ точки на линю. Линя въ этомъ случаЪ предполагается неопре- 
ДЪленной длины, ибо если-бы была дана ея длина, т. е. ея концы, 
то мы имЪли-бы случай прямой и двухъ отмфченныхъ на ней точекъ. 
СлВдовательно точка, движущаяся по круглой цилиндрической поверх- 
ности, находитея въ покоЪ относительно оси этой поверхности, 

На основании подобныхъ-же соображей мы заключаемъ, что 
точка. движущаяся какъ угодно въ плоскости, параллельной другой дан- 
ной плоскости.’ остается относительно этой посл дней въ поко%. Если 
точка движется по лини, параллельной двумъ плоскостямъ, то она 
остается въ покоЪ относительно этихъ плоскостей. На оборотъ, точ- 
ка, остающаяся въ покоЪ относительно другой точки, лини’ двухъ 
лин, плоскости, двухъ плоскостей, можетъ въ тоже время двигаться 
относительно другихъ точекъ, лин, плоскостей. 

Но разстоянями точки отъ трехъ плоскостей или трехъ ли- 
шй вполнЪ опредъляется ея положеше въ пространетвЪ; слфдовательно, 
если ‘точка остается въ покоЪ относительно трехъ неподвижныхъ 


линш, не параллельныхтъ и не лежащихъ въ одной плоскости, или трехъ 
3 
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неподвижныхъ плоскостей, то она будетъ въ покоЪ относительно вся- 
кихъ другихъ неподвижныхь точекъ, ливй или плоскостей. ДЪйстви- 
тельно, если-бы точка обладала какою скорост!ю, оставаясь непод- 
вижною относительно неподвижных осей координатъ, то эта ско- 
рость должна-бы была оставаться параллельною тремъ разнымъ пло- 
скостямъ, чего быть не можетъ. 

Если скорость точки для извЪстнаго момента времени дана, то 
ея скорость относительно какой нибудь лиши или плоскости опре- 
дЪлитея, если мы данную скорость точки разложимъ на двЪ слагаю- 
щихъ, изъ которыхъ одна будетъ перпендикулярна къ данной лини 
или плоскости, а другая параллельна; первая изъ слагающихъ будетъ 
искомая относительная скорость; вторая будетъ скоростю точки по 
данной лини или данной плоскости. 

Итакъ, ортогональное (прямоугольное) проложеше скорости 
точки на какую нибудь линю или плоскость представить скорость 
той-же точки по этой ливши или плоскости. Ортогональное про- 
ложен1е скорости точки на перпендикуляръ къ данной лиши или 
плоскости выразитъ скорость относительно этой лини или 
ПЛОСКОСТИ. 


$ 6. Равном5рно ускоренное прямолинейное движенге. 


Равномфрно ускореннымъ называется такое перемфнное движе- 
не, при которомъ скорости въ равные и произвольно выбранные 
промежутки времени возрастаютъ на равныя величины, т. е. вообще 
возрастаютъ пропорцюнально времени. Если скорости убываютъ по 
тому-же закону, то движене называется равном рно укосни- 
тельнымъ. 

Приращенте скорости (положительное или отрицательное) 
въ единицу времени при равном 5 рноускоренномъ пря- 
молинейномъ движен!и называется ускорентемтъ. 

Обозначимь черезъ ®, скорость точки въ началЪ нЪкотораго про- 
межутка времени $, черезъ Ф — скорость въ концЪ этого промежутка; 
тогда приращене скорости въ течени времени & будетъь © —,. Если 
движен!е равном$рно ускоренное, то приращене скорости въ тече- 


* 


. 1—1 
ни единицы времени будетъ —°. Обозначая поэтому черезъ д ве- 
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Тичину ускорен1я, мы будемъ имфть: 


р’ (8) 
откуда 
® —щ - 98. 

Ускорене, какъ количество, получаемое отъ дфлен]я другъ на 
друга двухъ величинъ разныхъ наименованя (скорости на время), бу- 
детъ имЪть наименован1е, отличное отт ДЪлимаго и дълителя. Еди- 
ница ускореня на основани (8) и (5) опредфлится слБдующимъ 
образомъ: 


ед. скор. — цент. 
ед. ускор. = век а (9) 


СлЪдовательно, если д будетъ численная вечичина ускореня, то пол- 
цент. 
ное ея обозначене будетъ 9 сек2› ВЪ ТОМЪ смыслф, что, при дан- 


номъ равном рно ускоренномъ движенши, въ конц5 каждой секунды 
движущаяся точка пр1обрфтетъь такую скорость, съ которою, двигаясь 
далЪфе равномЪрно, прошла-бы въ каждую посл5дующую секунду длину 
пути на 9 центиметровъ большую, нежели въ томъ случаЪ, еслибъ 
она стала двигаться равномфрно съ конца предыдущей секунды вре- 
мени. Графически ускорен!е можетъ быть представлено прямою ли- 
нею, направлен!е которой, считая отъ Точки приложен!я, совпадаетъ 
съ направленмемъ наростающей скорости, а длина заключаетъ въ себ% 
столько единицъ длины, сколько данное ускорене—единицъ уско- 
рения. 

Проложен!е (прямоугольное или косоугольное) равномфрно уско- 
ренно движущейся точки на какую нибудь прямую лишю или пло- 
скость будетъ очевидно двигаться тоже равномЪфрно ускоренно, ибо 
если скорость возрастаетъ равномфрно, то также будетъь возрастать 
н ея проложене. СлЪдовательно, ускорене проложеннаго движен!я 
будетъ равно проложеню на туже лин!ю ускорен1я самой движущей- 
ся точки. Поэтому ускорен!е точки отыскивается по ускорен1ямъ про- 
ложен!й точки также, какъ пролагаемая лишя отыскивается по ея 
проложешямь, т. е. ускоренуя складываются, какъ ско- 
рости. 

Изъ примфровъ 1) и 9) (} 3) мы заключаемъ, что если ‚зави- 
симость длины пути, проходимаго движущеюся точкою, отъь времени 


<> 
= 
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выражается формулою 
= -- ОР, 
то скорость будетъ 
—=а- 26. 


Сравнивая эти два выраженя съ форм. (8), мы заключаемъ, что 
длина пути, проходимая равномфрно ускоренно движущетюся точкою 
во время #. при начальной скорости 9, и при ускорении 9. будетъ 


1 
= 9Р. (9) 
Исключая время изъ уравнений (8) и (9). мы получимъ: 
1 
$ = 59 9—0), (10) 
ИЗ ид. (1) 


формулы для опредфлешя пространства по начальной и конечной ско- 
роетямъ, или конечной скорости— по пройденному пространству и на- 
чальной скорости. 

Пространства, проходимыя точкою равномЪрно ускоренно въ те- 
чени каждаго изъ ряда слъдующихъ другъ за другомь равныхъ про- 
межутковъ времени, не будуть равны между собою. ПШоложимъ, что 
величина каждаго изъ равныхъ промежутковъ времени будетъ 7 сек. 
и найдемъ пространство, проходимое въ течении #— наго промежутка 
времени. Иекомое пространство будетъ равно длинъ, пройденной въ те- 
чени вефхъ я промежутковъ времени (т. е. во время 1) безъ дли- 
ны, пройденной въ #—1 промежутковъ (т. е. во время (п—1)Т). 
СлЪдовательно, обозначая искомую величину черезЪ 5 мы имфемъ по (9): 


1 "И 1 \ 
— 2 — ‘в (и: 2 (и— 1 Т?, 
Я = иТ--5 9 Т* — во ПТ 11”, (12) 


= (#—1) 7 


т, е. пространство возрастаетъ пропорщюонально нечетнымь чиоламЪ. 
Въ предыдущей формулЪ Ф,Т представляеть пространетво, Ко- 
торое точка прошла-бы въ промежутокъ времени 7, двигаясь равно- 


мЪрно мы обозначимъ его черезъ /.. Черезъ [ обозначимъ величину 
772 
9-5. т. е. приращене пройденнаго пространства въ тотъ-же проме- 
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жутокъ, велЪдетв!е существован1я ускореня 9. Тогда пространства, 
проходимыя въ 1-й, 2-Й и т. д. промежутки времени будутъ 


111, 1+3, В+Ы, 1+41,.... 1408-10. 


& 9. Ускорене перемфннаго движения. 


При перемфнномъ движени скорости, какъ мы видфли, мЪня- 
ются вообще непрерывно, т. е. для каждаго элемента пути, прохо- 
димаго точкою, существуетъь своя скорость, отличающаяея отъ ско- 
рости сосфднихъ элементовъ какъ по величинЪ, такъ и по напра- 
вленю. Если скорости въ элементахъ пути отличаются другъ отъ 
друга только по величинЪ, то движене будетъ прямолинейное пере- 
иънное; если скорости отличаются другъ отъ друга, кромЪ величины, 
еще направленемъ, или только однимъ направлешемъ, то движен!е 
будетъ криволинейное. 

При движени прямолинейномъ направлен1я скоростей послЪду- 
ющихъ элементовъ совпадаютъ другъ съ другомъ. Поэтому каждая 
поелфдующая скорость можетъ быть разсматриваема, какъ алгебраи- 
ческая сумма предыдущей скорости и н%®которой другой, прибавлен- 
ной съ плюсомъ или минусомъ къ первой, въ томъ-же направлени. 
Если мы знаемъ скорости въ каждомъ изъ элементовъ прямолиней- 
наго пути, то вышеупомянутыя прибавочныя скорости, или прира- 
щен1я скоростей, найдутся съ помонию алгебраическаго вычи- 
таня каждой скорости предыдущаго элемента изъ скорости послЪду- 
ющаго. | 

Представимъ себЪ нЪФкоторое перем$нное прямолинейное движе- 
не, и выберемъ рядъ послЪдовательныхь положешй 1, 4, З ит. д. 
движущейся точки, отдЪленныхъ другъ отъ друга равными промежут- 
ками времени; въ каждомъ изъ этихъ положенй скорости точки бу- 
дутъ вообще различны, какъ и во всфхъ промежуточныхъ положе- 
н1яхъ. 0бозначимъ упомянутыя скорости соотвЪфтетвенно черезъ %,, 
$, $. ит. д. Тогда очевидно, разности 


0. —%:, 0. —%., 7. —3.... ИТ. д. 


будутъ равны нулю, если движен1е равномрное; будутъ равны меж- 
ДУ ©0б0ю, если движен!е равномЪрно ускоренное, и будутъ различ- 
ны, если движене вообще какое нибудь перемЪнное. Это заключение 
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остаетея въ силЪ, какъ-бы близко ни были другъ къ другу положе- 
ня 1, 2, и какъ-бы малы ни были промежутки времени ихъ отдфля- 
юще, лишь-бы эти промежутки были равны между собою. Продол- 
жая такимъ образомъ сближать положеня 1, 2, З ит. д. другъ съ 
другомъ, мы дойдемъ до ряда непосредетвенно слфдующихъ другъ за 
другомъ элементовъ пути. Разности 9, —%,, %.,—%, ит. д. едЪ- 
лаются безконечно малы, но будутъ отличаться вообще другъ отъ 
друга при перем$нномъ неравномЪрно ускоренномъ движенш. Обозна- 
чимъ черезъ @ безконечно малую разность скоростей въ какихъ ни- 
будь двухъ непосредственно другъ за другомъ слЪдующихъ элементахъ 
пути, черезъ 4{— безконечно малое время, въ течени котораго про- 
ходнтея одинъ элементъ пути. Если-бы движене было равномфрно 
ускоренное, то на сл5дующихь элементахъ пути повторялось-бы тоже 
самое приращене скорости на величину 40; т. е. пройдя первый 
элементъ во время 4, движущаяся точка получила-бы приращен!е ско- 
рости 40; пройдя второй элементъ она получила-бы при равномфрно 
ускоренномъ движени опять приращен!е скорости 4%; слЪдовательно 
всего, по истечени времени 20%, получила-бы приращен!е 24%, ит. д. 


1 
Такъ какъ по истеченши единицы времени точка прошла-бы элемен- 


товъ пути, получая на каждомъ приращеше скорости 4%, то къ концу 


1 ИО 
единицы времени скорость возрасла-бы на (9 Яр ИЛИ НА р’ что и пред- 


ставляло-бы величину ускореня описаннаго равномфрно ускореннаго 
движен!я. Но такъ какъ точка движется не равномфрно ускоренно, 
то приращен!е скорости 4 не будетъ одинаково въ различныхъ эае- 


- МК 
ментахь; а слфдовательно не будетъ одинаково частное =; (при чемъ 


элементы времени 4 мы выбираемъ веЪ одинакими). ТЪмъ не мене 


а 
мы можемъ однако опять разсматривать всякое Новое --., какъ уско- 


рене, т. е. приращене скорости въ единицу времени, того равно- 
мЪрно ускореннаго движеня, которое имфло-бы мЪето, если-бы точка 
начала двигаться еъ даннаго момента времени, получая черезъ каж- 
дый элементъ времени (@ тоже самое приращеше скорости 40, кото- 
рое она получила въ послфднемъ элементЪ пути. 

Итакъ, мы можемъ составить 66ебЪ слфдующее предотавлене 
о перемфнномъ движенш. Разбивая его на безконечно малые элемен- 
ты времени, мы дойдемъ до такихъ промежутковъ времени, въ тече- 
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Ни которыхъ движен!е будетъ равном$рное, съ особыми скоростями 
для каждаго промежутка. Соединяя упомянутые промежутки по парно, 
мы получимъ новые, тоже безконечно малые, промежутки времени, 
ВЪ течени которыхъ движене можетъ быть разсматриваемо. какъ 
равномЪрно ускоренное, съ особымъ для каждаго промежутка уско- 
рен1емъ; величина этого поелфдняго будетъ 


26 
__ @% И __@ (18) 
а и 9 = ар, 
или по другому обозначен1ю 
423 
Я = ЧР. (13) 


СлЪдовательно, всякое перемфнное неравном$рно ускоренное движе- 
Не можно назвать перем 5 нноускореннымъ, такъ какъ уско- 
реше въ немъ м$няется отъ одного элемента времени къ другому. 
Изъ (13) мы видимъ также. что зная скорость, какъ функцию вре- 
мени, мы разыскиваемъ ускореше по скорости, какъ скорость по 
длин пройденнаго пути. Приведемъ нЪсколько прим ровъ. 


1) Пусть зависимость между длиною пути и временемъ будетъ 


Ё$=@ё-6Р: 
тогда зависимость скорости отъ времени будетъ: 
(3 
— — = а ЭВ: 
СЕ т ? 


т. в. такъ выразится скорость, съ которою точка движется въ те- 
чеши элемента времени, слфдующаго за моментомъ времени $. Ско- 
рость въ конц времени #-- 4 будетъ очевидно 


у —=а- 26(1-@8; 


слЪдовательно приращене скорости въ течени элемента времени 4$, 
слЪдующаго за моментомъ времени # будетъ 


40 — и — = 64, 
откуда ускорене 


т. е. постоянно для всякаго времени. 
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2) Пусть 


$=с#;: тогда = сп",  д=еп(и— ФР. 


Такъ какъ при криволинейномъ движении скорости измфняются 
отъ элемента пути къ элементу по направленю, то приращеше ско- 
рости не можетъ быть находимо съ помощю алгебраическаго вычи- 
“таня, какъ въ случаЪ прямолинейнаго движеня. 

ИзмЪнен!е направленя и величины данной скорости мы можемъ 
предетавить себЪ, какъ результатъ приложешя къ этой посльдней 
НЪкоторой новой скорости, отличной отъ первой по величинЪ и по 
направлен!ю. Предположимъ, что точка, двигаясь по линш .4Б (рие. 20) 
со скоростю АТ., доходитъ до положения Б, и отсюда мЪняетъ свою 
А прежнюю скорость на скорость ВТ,. Та- 
кое изу$нене можно себЪ представить, какъ 
результатъ приложешя къ прежней скоро- 
сти нЪкоторой прибавочной скорости ВО`, 
которая, слагаясь съ первою АТ,, даетъ 
новую, какъ результирующую ВУ,. При- 
бавочную скорость мы находимъ, вычитая 
геометрически изъ посаъдней скоро- 
сти ВУ, первую АТ,. СлЪдовательно, от- 
кладываемъ 00% скорости при одной точкъ, 
положимь Б, сохраняя ихъ величины и на- 

Рис. 20. правленя. на отложенныхъ лишяхъ БГ, 
и БИ, стропмъ параллелограммъ такъ, чтобы уменьшаемое ВТ, было 
дагональю, а вычитаемое ВТ. /—стороною; тогда сторона БО\, при- 
легающая къ этой послфдней, представитъ искомую добавочную ско- 
рость. Точно также, если новая скорость БУ, при С измФняется 
опять въ скорость СГ,, то мы, вычитая геометрически изъ по- 
слЪдней первую, найдемъ добавочную скорость СО,, обусловалива- 
ющую упомянутое измфнене, и т. д. Такимъ образомъ мы ви- 
димъ, что движен!е точки по ломанной лиши АБСОЕ... можно пред- 
ставить себЪ сопровождающимея послфдовательными приращенями 
скоростей: ВО,, С0,, ОО. и т. д., прибавляющимися къ прежнимъ 
скоростямъ въ точкахъ излома лини. 

Если мы представимъ себЪ, что колфна ломанной лини дЪлаются 
все меньше и меньше, то число измЪненй скоростей будетъ дЪлаться 


м7 
— 
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все боле и боле, а слЪдовательно—и число елучаевь приложен!я 
добавочныхъ скоростей. Вообразивъь себЪ колЪфна безконечно малыми, 
мы прйдемъ къ криволинейному перемфнному движен!ю съ непрерыв- 
но измняющимиея скоростями по величин и направлению. каждое 
приращене скорости наступаетъ тогда по прошеств!и безконечно ма- 
лаго промежутка времени, въ течен1и котораго точка проходитъ по пря- 
молинейному элементу своего пути, направлене прилагаемыхъ на каж- 
домъ элементЪ пути скоростей вообще не совпадаетъ съ направленемъ 
движен1я точки. Обозначимъ черезъ АФ безконечно малую величину гео- 
метрическаго ириращен1я скорости, которое получаетъ движущаяся 
точка, пройдя съ неизмфняемою скорост!ю элементъ своего пути въ течен1и 


ст. 
времени (4. Тогда т Представить очевидно то приращене скорости, 


которое получила-бы движущаяся точка въ единицу времени, если-бы въ 
каждомъ изъ вефхь послфдующихъ элементовъ времени, составляю- 
щихъ секунду, повторялось-бы тоже самое приращеше скорости 4% *) 
по величин$ и по направлению. Въ этомъ смыелЪ упомянутое част- 
ное можеть быть названо ускорен1емъ криволинейнаго дви- 
жентя. СлЪдовательно, обозначая черезъ д ускореме при криволи- 
нейномъ движении, мы имфемъ 


Ао цент. 
— 4 сек. ' 
такое-же выражене, какъ (13), съ тою только разницею, что зд%еь Ао 
не можетъ быть опредЪлено непосредственнымъ алгебраическимъ вы- 
читанемъ другъ изъ друга двухъ скоростей, а должно быть найдено 
геометрическимъ построенемъ. 

Однако опредфлене Ао легко свести къ алгебраическому вычи- 
таню, т. е. къ опредзленю приращенй скорости прямолинейнаго 
движен!я. ДЪйствительно, мы знаемъ, что если движен!е точки намъ 
дано, то оно можеть быть выражено въ видЪ трехъ прямолинейныхъ 
движен!Й ея проложенй по осямъ координатъ. Ускорен!я по осямъ ко- 
ординатъ мы находимъ съ помопию алгебраическаго вычитаня двухъ 
безконечно близкихъь скоростей другъ изъ друга, и затЪмъ, по най- 
деннымъ тремъ ускоренямъ, находимь результирующее, какъ ихъ 
геометрическую сумму. Если движен!я проложен!й даны относительно 


(19) 


*) Буквою А мы будемъ отличать безконечно малое приращене величины, 
прилагающееся къ этой послфдней геометрически, 
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прямоугольныхъ осей координатъ, какъ это бываетъ въ большинетв»% 
случаевъ, то результирующая скоростей или ускорешй проложенй 
будетъ представлена дагональю прямоугольнаго параллелепипеда, по- 
строеннаго на слагающихъ скоростяхъ или ускореняхъ, какъ на ре- 
брахъ. Такъ какъ квадратъ этой дагонали равенъ сумм квадратовъ 
трехъ реберъ, то обозначая ускорен1я по осямъ х—овъЪ, у—овъ и 
2—овъ соотвЪтетвенно черезъ 9,., 9,, 9,, а результирующее уско- 
рен1е— черезъ 4, мы будемъ имЪть 


0 = 9 + 9-9, (15) 


гдЪ сумма берется аагебраически. Легко также видфть, что косинусы 
угловъ ускореня 4 съ осями координатъ будутъ соотвЪтственно 


9х 9 9 

999’ р 
й что (15)! 

= 9х 97 9». 


Обозначая черезъ 9, %,, ®, скорости проложешй по прямоугольнымъ 
осямъ координатъ, мы имфемъ очевидно по (13): 


4% Чоу 4%, 
Хх — с 16 
9х 7 ) у ау 5 Г Ча 3 ( ) 
велЪдетв1е чего по (15): 
/Ав\? Чех? ‘аи? ди,” 
2 — == =— ох } | СУ Е 
у | ел Та + 4, 
или по (15)': (16)! 


А а 9%, ‚4, 
ви Ти Ти 


Такъ какъ направлен!е ускореня при криволинейномъ движен1и 
не совпадаеть съ направленемъь движения точки, то мы можемъ 
разложить его для каждаго элемента пути на два ускореня: одно, 
совпадающее съ направленемъ движеншя, т. е. съ касательною къ 
траэктори, и другое, перпендикулярное къ этой касательной, т. е. 
направленное по нормали къ траэктори. Эти ускореня могутъ быть 
названы: одно—касательнымъ или тангенцтальнымъ, а дру- 
гое—нормальнымъ. 


Представимъ себЪ нЪкоторое безконечно малое приращене ско- 
рости ВС (рис. 21), которое прибаваяется къ скорости АБ по 
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перпендикулярному къ ней направленшю, и измфняетъ ее въ скорость 
АС. Такъ какъ длина ВС по предположению безконечно мала, то эта 
лин1я можетъ быть разсматриваема, какъ эле- 
ментъ круга, описаннаго радусомъь ВС. Но ли- 
ня 4С тогда должна будетъ представлять другой 
рад1усъ того же круга; слЪдовательно мы будемъ 
имзть АБ = АС, откуда заключаемъ, что безко- 
нечно малое перпендикулярное приращене ско- 
рости изм$няетъ только направлен1е скорости, но неея величину. Точно 
также понятно, что ускоренме, перпендикулярное къ данной скорости, 
измЪнитъ въ течени безконечно малаго промежутка времени (пока 
приращен!е скорости имъ обусловливаемое остается тоже безконечно 
мало) только направлене этой послфдней, но не ея величину. Въ 
случа криволинейнаго движеня вся скорость всегда перпендику- 
лярна къ нормальному ускореню, ибо точка движется по траэкторш, 
т.е. послфдовательно по безконечно малымъ отрфзкамъ касательныхъ 
въ разныхъ элементахъ траэкторш. СлБдовательно, нормальное уско- 
рене не изм няетъ величины скорости движен!я точки (т. е. скорости 
по траэктори), измфнене которой обусловливаетея поэтоту только 
тангенцальнымь ускоренемъ. Съ другой стороны, если бы нормаль- 
ное ускорен!е не существовало, то все ускорене совпадало бы по- 
стоянно съ направлешемъ движен1я, которое было бы въ такомъ 
случаЪ прямолинейнымъ. Итакъ, тангенц!альное ускорен1е 
обусловливаетъ только измЪнен1е величины скоро- 
сти, нормальное —только изм $ нен1е направлен!я ско- 
рости. 

Если точка движется, напримфръ, равномЪрно по кругу, то танген- 
цальное ускорен!е очевидно равно нулю, а нормальное направлено 
въ разныя времена по радусамъ, которые перпендикулярны къ ка- 
сательнымъ. 

Обозначимъ черезъ д, и д, величины тангенщальнаго и нормаль- 
наго ускоренй, а черезъ 9, какъ прежде, величину полнаго уско- 
реня. Тогда очевидно 


Рис. 21. 


9=9-- 9ъ, (17) 
9 - 9». (17) 


Опредфляя величины скоростей въ двухъ сосфднихъ элементахъ 
пути и вычитая ихъ алгебраически другъ изъ друга (предъидущую 
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скорость изъ послЪдующей). мы получимъ очевидно безконечно малое 
приращен!е величины скорости (4, т. е. приращеюме скорости по 
траэктор!и. Ускорене по траэкторш, т. е. тангенцзальное ускорене, 


@% 
будеть поэтому сх. СлЪдовательно, на основан (16) и (17), мы 


можемъ писать. 


ра =" н 


__ @ 
(Фь.\? (вру? (авг)? _ (ав | 
Е) + тж л т в) = а) 19") (8) 


при чемъ послЪднее—для случая, когда движен1е дано по прямоуголь- 
НЫМЪ ОСЯМЪ. 


$ 3. Равномфрное движене по кругу. 


Въ видЪ примЪфра на способъ разыскан1я ускореня, опредЪлимъ 
величину ускоремя при равномфрномъ движении по кругу. 


Пусть 7 будетъ радтусъ даннаго круга, и ©— скорость точки, дви- 
жущейся по немъ равномфрно. Обозначимъ черезъ 7 время полнаго 

обращеня точки по кругу. 

Такъ какъ въ течени этого 

времени точка проходитъ рав- 
Ф. НОМЪрно длину круга, равную 
#7 ЭГ, то 


‹Т==2пг, откуда ый (19) 


Рис. 22. 


Будемъ проводить изъ точки О (рис. 22) лини, равныя по вели- 
чинЪ и направлен1ю скоростямъ движущейся точки, т. е. веЪ ско- 
рости, которыя точка въ разныя времена имфетъ на каждомъ эле- 
ментЪ круга, отложимъ при О. ВеЪ эти скорости будутъ равны между 
60бою по величинЪ, но различны по направленю. Соединяя концы 
безчисленнаго множества такимъ образомъ отложенныхъ при точкЪ О 
лин непрерывною кривою, мы получимъ очевидно кругъ радуса $. 
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Два безконечно близк!е рад!уса этого вепомогательнаго круга, ОБ' и 
Об, предетавятъ двЪ скорости БГ ибТ на двухъ сосфднихъ элемен- 
тахъ траэктор!и *). Прямая Б’О', которая, по безконечной близоети ра- 
дусовь ОБ’ и 06’, совпадетъ съ элементомъ вспомогательнаго круга, 
будетъ представлять ту скорость, которую нужно придать къ ОБ’, 
чтобы получить 06’. Такъ какъ Б'б’ перпендикулярна къ радусу ОБ’, 
то она будетъ перпендикулярна къ БИ; кромЪ того направлене отъ 
Б' къ 6' соотвЪтетвуетъ очевидно направленю отъ Б къ центру 


круга А. Итакъ, ускорен!е направлено всегда къ центру круга. Ве- 
17! 


т 
жен!и котораго скорость ОВ’ измфнилась въ Об’, а ращусъ вепомо- 
гательнаго круга, слЪдуя за движущеюся точкою и двигаясь съ нею 
равномЪрно, прошелъ длину Б'О’. Время обращеня по своему кругу 
конца вепомогательнаго рад!уса будеть тоже самое 7, что время 
обращения данной движущейся точки по ея кругу. Длина вспомога- 
тельной окружности есть м0. СлЪдовательно скорость движен1я конца 


личина этого ускорения будетъ ‚ ГДЪ 4 есть время, въ продол- 


. 270 р 
вепомогательнаго радтуса будеть м, и стало быть: 


21% 
6'ф! = т @$, и, опредЪляя или Т, или 9 по (19): 
9? Дт 
БВ = 4 — 1, 
откуда заключаемъ, что искомое ускорене будетъ 
р 
9 — > = 2 . (20) 


Если дано не время оборота, но число # оборотовъ въ единицу вре- 
мени. то 


й =т . И 9 —= 4т2 и? . (20)! 


—- [-=—_ 


Найдемъ тоже ускорен!е другимъ способомъ, указаннымь въ 
конц$ предъидущаго параграфа: съ помощю ускоренй проложешй. 

Проведемъ черезъ центръ круга (рис. 23) двЪ взаимно перпен- 
дикулярныя лиши ОУ и ОХ, и вообразимъ движущуюся точку въ 


*) Линт ВУиоОВ', 6У и ОБ’ должны быть параллельны и равны другъ другу. . 
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положени Л. Уголъ, который направлене скорости © образуетъ съ 
положительнымъь направлешемъ оси ОХ, обозначимь черезъ (9,5); с0- 
отвЪтетвенный уголъ съ положительнымъ 
направленемъ оси ОУ— черезъ ($.у). Тогда 
проложен!я скорости Ф на оси будутъ: 


9х = 60$ ($,%), %,=% 005 ($,4), %,=0. 


Или, обозначая черезъ © уголъ рауса АМ 
съ осью ОХ. и замЪчая, что очевидно 


с0$ (2,2) = — яп“, ©0$(9,/) = ©08%, 


имъемъ: 


9; = — 5, Фу =1605 9. 


Будемъ считать время оть момента, когда точка находилась въ ВБ, 
на оси ОХ. Тогда очевидно, В.М будетъ дуга, пройденная во время $, 
равная © но тавкъ какъ съ другой стороны ВМ =", гдЪ г есть 
радтусъ круга, то 


. Ё $ 
0х — — ОШ. Й, бу—0608 _Й, (21) 


$ 
гдЪ величина — носить назвае угловой скорости точки около 


центра 4. Ускоремя прямолинейныхъ движенй по лишямь ОХ и ОУ 
находятся, какъ мы знаемъ, съ помощю алгебраическаго вычитаня 
другь изъ друга двухъ безконечно близкихъ скоростей, въ два по- 
слЪдующ!е другъ за другомъ элемента времени; т. е. 


Ф р 
(а — -& 
де; _ 2605 > (Е Ч 008 = 


а о 1 


. 4 . фе 
2 > (75) 15. 


7 
— —% . 
ИД 


Но если 4 будеть сдЪлано меньше всякой данной величины, то 
очевидно 


4% ЧЕТ 
2т 2 т 


| 


тез. 911 
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и слЪдовательно 
1:2 $ 


9—8. $. (22) 


Точно такимъ же способомъ найдемъ: 


2 5 
— — — 60$ — 22)! 
9х > 08 > $, (22) 
и слфдовательно: 
О 12 
У =, ши; (23) 
а такъ какъ далЪе 
‘ 
с08 (92) == — сова, т.е. (9,7) =п—х, 
сз (1.У) =’ = — ва, т.е. (у) = а, 


то заключаемъ, что ускоренте направлено по радтусу къ центру. 


—ж.— 


Если точка движется по кругу съ перемфнною скоростю, то 
мы, разсматривая это движен!е въ элементахъ, какъ равном рное, 
приходимъ къ заключеню о существован]и ускореня, направленнаго 

2 


у 
къ центру и равнаго по величин ;› ГД о различно для различных 


элементовъ окружности; велфдетв!е чего нормальное ускорен!е, на- 
правленное къ центру, будетъ также измБняться со временемъ въ 
своей величинЪ. Но такъ какъ скорость по окружности при этомъ 
измняется, то кромЪ нормальнаго ускореня существуетъ въ данномъ 
случа — касательное, которое, слагаясь съ первымъ, даеть полное 
ускорен1е, уже не направленное къ центру. 


Если путь движущейся точки представляетъ вообще какую ни- 
будь кривую, то мы можемъ себ представить окружности, проходя- 
щя каждая черезъ Три конца двухъ сосЪднихъ прямолинейныхъ 
элементовъ кривой, при чемъ рад1усы этихъ окружностей будуть 
вообще различны. Черезъ каждыя три так1я безконечно близкя точки 
на кривой мы можемъ провести очевидно только одну окружность. 
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Всякая такая окружность, совпадающая двумя своими прямолиней- 
ными элементами съ двумя элементами кривой, называется сопри- 
касательною (въ отлие отъ касательной окружности, ко- 
торая совпадаетъ съ кривою только однимъ своимъ элементомъ; при 
чемъ черезъ два элемента кривой, опредзляющеся тремя точками, 
можно провести только одну соприкасательную окружность, а черезъ 
одинъ элементъ кривой, опредфляющийся двумя точками, —безчисленное 
множество касательныхъ окружностей). Проведя соприкасательные 
круги черезъ каждую пару элементовъ кривой, мы вою кривую 
разобъемъ на рядъ дугъ, принадлежащих окружностямъ, съ различ- 
ными рад!усами, которые называются рад1усами кривизны дан- 
ной кривой. Движен1е точки по кривой можетъ такимъ образомр раз- 
сматриваться какъ рядъ послфдовательныхъ движеншй по различнымъ 
окружностямъ. Ускорен1е каждаго изъ этихь движений можеть быть 
разложено на два: на ускорене по направлен!ю къ центру соприка- 
сающейся окружности, центростремительное, и на ускореше 
по самой окружности, т. е. по траэкторли, которая въ разематривае- 


мыхъ элементахъ съ окружност!ю совпадаетъ. Первое ускорене вы- 
2 
у) . 
разится черезь —, ГДЬ © есть скорость точки по траэктоми для 


даннаго момента времени, а “— рад1усъ соприкасающагося круга, вто- 
А фо 
рое ускореве будетъ т, . СлЪтовательно полное ускорене 9 опре- 
дЪлитея изъ формулы: 
/ 2 р: 
9? = - (=) + | (Ч; \' - =") = Е + 2. , (24) 
ца Г \@ 4 т 
При перемЪнномъ движенш по какой нибудь кривой, и? вообще 
различны въ различныхъ положеняхъ движущейся точки на ея пути. 


При движен!и перемфнномъ по кругу. © различно, но 7 остается одно 
и тоже. 


——_—_——ж——ж— 


$ 9. Криволинейное движене, съ ускоренемъ постоянной вели- 
чины и неизмфннаго направления. 


Такъ какъ движен!е предполагается криволинейнымъ, то уеко- 
рен!е не совпадаеть съ направлешемь движения. Пусть () (рис. 24) 
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будетъ тотъ пункть пути, съ котораго мы начинаемъ разсматривать 
движен1е, и пусть Од будетъ по величин п направлен1ю предетавлять 
ускорене. прилагающееся къ движущейся точкф въ этот мет ея 
У пути. Направлен!е движен!я точки по элементу пути, 
проходящему черезъ О, пуеть будетъь представлено 
линею ОТ,, которая своею длиною и направлен1емъь 
еее -- +. Х изобразить также скорость движущейся точки въ упо- 
мянутомъ элемент. Изыфнеше скорости движущейся 
точки обусловливается приращенемъ скорости, при- 
97 тагающимея въ направлен!и ускореня. Такъ какъ 
Рис. 21, дВЪ слагающтяся скорости даютъ результирующую 
очевидно въ той же самой плоскости, въ какой находятся сами, и 
такъ какъ въ разсматриваемомъ нами случаЪ ускорене по предполо- 
женю не измфняетъ своего направления для вофхъ элементов ПУТИ, 
то точка будетъ двигаться въ плоскости, проходящей черезъ направ- 
лен!е ускорешя Од и начальной скорости ОТ.. Эту плоскость мы 
выберемъ за плоскость рисунка. 

Въ плоскости рисунка, черезъ точку О проведемъ двЪ взаимно 
перпендикулярныя оси координать ОУ и ОХ, изъ которыхъ первая, 
совпадая съ линею Од, пусть направляется въ сторону противопо- 
ложную ускореню. Раземотримъ, каково будеть движен!е по этимъ 
лин!ямъ проложен на нихъ движущейся точки. Такъ какъ ускореше 
направлено перпендикулярно къ лини ОХ, то его составляющая по 
этому направлению будетъ нуль. и движен!е по оси 7—въ будетъ 
равномЪрное; т. е. величина проложен!я скорости движущейся точки 
на ось ОХ въ различныхь элементахъ ея пути будетъ одна и таже. 
СлЪдовательно, достаточно знать скорость въ одномъ какомъ нибудь 
элементВ траэктори, чтобы опредфлить движен!е проложен!я дВиЖу- 
щейся точки по оси 2— въ. Такая скорость намъ дана въ видЪ #,=ОТ,, 
скорости начальнаго элемента. Если мы обозначимъ черезь я уголъ, 
который ОТ, дфлаетъ съ ОХ, то очевидно величина проложеня #, 
на ОХ, т. е. величина ©,., будетъ 


59 


1 
1 
1 
1 
| 
1 
| 
| 
' 
1 
1 


9. = 6039. (25) 


Длину пути, проходимаго точкою по ОХ. мы считаемъ отъ начала 
координать О; время $ будемъ считать также отъ момента прохожде- 
ня точки черезь О. СлЪдовательно длина пути, пройденнаго по оси 
%—овЪъ къ концу времени $. будетъ 


сх 
=? 
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=. в085%.$. (26) 


Такъ какъ ускорен1е направлено въ противоположную сторону оси 
/—овъ, то обозначивъ его величину черезъ 9, мы найдемъ, что уско- 
рене по оси Уу—овъ должно быть положено равнымъ—9. Смыслъ 
отрицательнаго знака при д тотъ, что прибавочная скорость, обуслов- 
ливаемая ускорешемъ, должна вычитаться изъ скорости, направленной 
въ положительную сторону по ОТ. Первоначальная скорость точки по 
оси у—въ будетъ очевидно равна проложен1ю на эту ось скорости $, 
т. е. равна ©, яшоя. Черезъ промежутокъ времени # эта скорость, 
велЪдетв1е существования постояннаго отрицательнаго ускорентя, будетъ 


Фу = Фо зш а — 98, (27) 
и движен1е будетъ равномЪрно укоснительное. Пространство, прохо- 
димое во время { точкою, движущеюся по линш ОУ равномЪрно 


укоснительно (т. е. равномЪрно ускоренно съ отрицательнымь уеко- 
ренемъ), будетъ по (9): 


у—ерзта ЕР. (28) 


Уравнения (26) и (28) вполнЪ опредЪляютъ движен!е точки при 
установленныхъ нами выше условияхъ. 

Уравнен1я (25) и (26) показываютъ, что движущаяся точка по- 
стоянно удаляется отъ лии ОТ, отъ которой ея разстоян!е увели- 
чивается равномЪрно. Уравнения (27) и (28) показываютъ, что въ тоже 


у. самое время движущаяся точка сперва 
,. удаляется отъ лини ОХ съ постоянно 
1 о . 

м уменьшающеюся скорост!ю, которая на- 
- ------и---- 


конецъ обратится въ нуль въ концЪ вре- 
мени $, посл начала движеня. Это 
время найдется изъ ур. (27), въ кото- 
ромъ мы должны положить %, =0 и 
#{ —{,. Получаемъ: 


}--------.-- —---- 


Рис. 25. 


бош 
— 2 0 
О — их — 90%, откуда #— —^——. 


(29) 

Въ течени элемента времени 4. слЪдующаго за моментомъ &, 
скорость точки по оси у—овъ будетъ нуль, т.е. ея проложене на 
мгновен!е остановится на этой лини. Затфмъ, когда будетъ Ё> , То 
скорость ©, сдБлается отрицательною и таковою останется при даль- 
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нъишемъ движении; т. е. движеше будетъ направлено въ отрицатель- 
ную сторону оси ОГ (по рисунку сверху внизъ), и точка будетъ 
приближаться опять къ лия ОХ. Разетояне ОЛ) точки поворота отъ 
оси ОХ, которое мы обозначимь черезъ у, найдется изъ уравн. (28), 


Фу зш 
гдВ мы должны положить у=у, и = й = ль Получаемъ: 


2 с1и2 2 сти 2 2 12 
р — 5 За 1 в зт х _1 у’ 512 &, (30) 
о 2 2 9 


Полагая {= въ ур. (26). мы найдемъ разстояше 5, =ОБВ, на 
какомъ движущаяся точка во время поворота будетъь оть лини ОУ 
Находимъ: 


2 ® 
#с05 9 1“ 

дя, (31) 
9 - 


Скорость © точки по траэктор!и найдется изъ уравнения 
2 бу’, 
которое на основаши (25) и (27) обращаетея въ 
6? — 0, зто. 9?Р. (32) 


Для момента времени & эта скорость обращаетея въ 
$ с05&, т. е. вЪ $. 


Ввадратъ скорости, слагаясь изъ квадрата постоянной скорости 9.2 и 
квадрата перемфнной скорости 9,2, измфняетея съ этою послЪднею, 
сперва уменьшаясь до точки поворота, гдЪ скорость #,, а слЪдова- 
тельно и $, дестигаютъ своей наименьшей величины, и затфмъ по- 
стоянно увеличиваясь. 


Отъ точки поворота Г) проложеше движущейся точки пойдетъ 
по лини ОТ назадъ; сама же движущаяся точка отъ поворота Р 
будетъ приближаться къ оси ОХ. и наконецъ ее пересЪчетъ. Время 
пересЪчешя # опредфлитея изъ Ур. (28), въ которомъ мы должны 
положить = и У=0. Получимъ: 


1 1 
О озшя. В — 598" = (вот — 598), 


откуда 


20, 51 @ 


иди # —0, или # — 2%; (33) 
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т. е. движущаяся точка пересЪкаеть 06ь х—овъ при началЪ движе- 
шя, потомъ черезъ промежутокъ времени & достигаетъ наивыешаго 
положеня надъ этой осью, и черезъ такой же промежутокъ времени 
опять опускается до нея. Разстояше отъ начала координатъ второй 
точки пересфчешя траэктори съ 06ью х—0въ мы иполучимъь изъ 
ур. (26), гдЪ должны положить #=8 [10 (33) и х=х., шкомому 
разстояню. Тогда будемъ имЪть: 


3 * 
20.2 60$ & $11 Я 
9 * 


т. е. 00% точки пересЪченя лежатъ на одинаковыхъ разстоящяхъ отъ 
вершины траэктории. 

Скорость 9%, проложения движущейся точки, когда оно вернется 
опять къ мЪету исхода, найдется изъ ур. (21-), гдЪ должно положить: 
0, —=9;: и =. Получимъ: 


о о р 
Фу = 0 Ш — 20, 9 == — 9 5тх, (25) 


велЪдетвте чего скорость по траэктор1н во время #, будетъ 
0—4, (86) 
т. е. та-же, что начальная скорость. 
Наконецъ, исключая # изъ обоихъ уравнешй (26) и (25), мы 
получаемъ, какъ было объяснено въ примбчанш къ & 1, уравне- 
н1е траэкторти. точки: 


9 
у—ава — 2 242 605? & ? (87) 


которое, какъ учитъ насъ аналитическая геометр1я, предетавляеть 
параболу, кривую, получаемую отъ перес5ченя поверхности круг- 
лаго прямаго конуса плоскостио. параллельною одной изъ его обра- 
ЗУющихЪ. 


$ 1Ю. Опредфлене длины пути по даннымъ скоростямъ. 


Если скорость © движущейся точки въ течеши какого нибудь 
элемента времени ‹ дана, то длина соотвЪтетвующаго элемента пути (3 
опредЪлитея, какъ пространетво, ироходимое завномфрно со скорост!ю 
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Ф въ течеши безконечно малаго промежутка времени 4 т. е. какъ 
произведене 9.4. Еели даны скорости $1, %., %........ 0, СоОТвЪт- 
ственно для каждаго изъ безчисленнаго множества безконечно малыхъ 
элементовъ времени, на которые можетъ быть разбитъ какой нибудь 
конечный промежутокъ времени $, то длина пути $, проходимаго точ- 
кою ВЪ течени упомянутаго промежутка времени съ перемфнною 
скоростю, будетъ равна очевидно суммЪ пространствъ, проходимыхъ 
въ различные элементы времени, т. е. 


8—0. а - в. ар-- в.а... .. - с, @Е, (38) 


ГДЬ слагаемыхъ въ суммЪ будетъ безчисленное множество и каждое 
слагаемое, т. е. каждый членъ суммы будетъ безконечно малъ. дле- 
менты, на которые мы дЪлимъ данный промежутокъ времени $ могутъ 
быть выбраны произвольной величины, лишь бы они были безконечно 
малы, такъ напримЪръ, мы можемъ ихъ выбрать безконечно малыми 
и равными другъ другу. Въ такомъ случа элементы пути, т. е. про- 
изведеня 9,(@, ©, и т. д., будутъ тоже безконечно малы, ибо %., ©, 
не безконечно велики, но эти произведешя уже не будуть произ- 
вольны, а каждое будетъ въ опредЪленное число разъ болЪе вели- 
чины элемента времени. 

Интегральное исчислене учитъ насъ, какимъ образомъ находить 
сумму, состоящую изъ безчисленнаго множества безконечно малыхъ 
слагаемыхъ, изм5няющихея по извЪетному данному закону. Возмож- 
ность нахождешя суммъ такого рода, какъ (38), мы пояснимъ нЪ- 
сколькими примфрами. 

Если движене равномЪрное, то очевидно ©; =, =%. ‹. + ==%,. 
СлЪдовательно, выражене (38) обращается въ 


$ =. Иа, 


гд$ © обозначаетъ постоянную скорость движеня, а % предетавляетъ 
число (безконечно большое) безконечно малыхъ промежутковъ вре- 
мени, на которые мы дфлимъь весь канный конечный промежутокъ 
времени $. СлЪдовательно я. =, и 


$ — 9%. 
Пусть движеше будетъ равномфрноускоренное, и скорость къ 
концу времени # выражается черезъ 


0—0 - 91. 
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Тогда скорость въ начальномъ элементЪ, т. е. лля времени #=0, 
будетъ ©; длина соотвЪтетвующаго элемента пути будетъ 9. @ т. е. 
длина пути, проходимаго въ промежутокъ времени 04 слЪдующ за 
моментомъь #=0. Аъ концу времени (@ скорость будеть 9, — дав 
длина пути, проходимаго съ этою скоростю будетъ (©, — да). Въ 
концу времени 2 скорость будетъ ©, - 92; даина пути, проходи- 
маго съ этою скороетню въ слфдующ за временемъ 20 промежутокъ 
времени ($, будетъ (5, 924 а. Наконецъ длина пути, проходимаго 
въ ПОослЬдй и-—ный элементъ времени, слБдующий за моментомъ 
(#—1) а, будетъ [2 — 9(#й—1)4 а. СлЪдовательно длина пути, про- 
ходимаго во всЪ  элементовъ времени, т. е. во весе время Е, будетъ 
$ —= 0 #-- (в, — 998 а - (в, -- вара... в -9(и—0айа 
— оп -- 9(ай (т 2-8-+... пб 1. 

Такъ какъ сумма натуральныхъ чиселъ, до числа М, выражается 
черезъ 3 (М--1)№, то наша предъидущая формула обратится въ 


$ = вп - > даРп(п— Г) 


— опа -- > 9 (па? — > пай, 


или такъ какъ я == то 


но 0 можетъ быть едфлано меныше всякой данной величины. слЪдо- 
вательно 


1 
8—5 90, 


т. е. извЪетная уже намъ формула (9). 


Очевидно, что, для опредъленя длины пройденнаго пути, намъ 
достаточно знать только величину скорости для каждаго элемента пути, 
но не ея направлене. Но длина пройденнаго пути, безъ данной его формы, 
не опредЪляетъ вполнЪ движешя. Если же намъ даны веЪ три проложеня 
скорости на данныя оси координатъ, то находя пространства, прохо- 
димыя точкою по осямъ координатъ, мы опредфляемъ тЪмъ самымъ, 
для всякаго момента въ данномъ промежуткЪ времени, ея положеня 
въ пространсотвЪ слЪдовательно вполнф опредфляемъ ея движен!е въ 
упомянутомь промежуткЪ времени. ВромЪ скорости— при этомъ намъ 
очевидно должна быть дана та точка въ пространствЪ, отъ которой 
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движен1е начинается, или отъ которой мы начинаемъ разсматривать 
дриженте. 


Пусть 2, У,, 2, будутъ координаты движущейся точки для вре- 
мени # = 0; пусть 9,, ®,, ®, будутъ слагающя скорости по осямъ 
координатъ, данныя для каждаго момента извЪфетнаго промежутка вре- 
мени, отъ #=0 до # =, т. е. выраженныя какъ функщи времени. 
Тогда, обозначая для краткости алгебраическую сумму вида (38), 
взятую по элементамъ времени между упомянутыми выше пред$лами 

$ 


О и, черезъ У о, мы будемъ имфть сафдующя выражешя для 


координатъ движущейся точки во время #: 
+ 
= + у 9х, 


| 
У — Ус + -. 4%, (39) 


Выражения (39) суть очевидно уравненя движеня, рфшающя 
вполнЪ задачу 0 нахождени положеня движущейся точки въ любое 
время 6. 


Произведен1е скорости на время, какъ вообще всякое количество, 
составленное изъ двухъ множителей, можетъ быть представлено гра- 
фически въ видЪ площади нЪкотораго прямоугольника, числовая вели- 
чина сторонъ котораго равна соотвфтетвенно числовымъ величинамъ 
того и другаго изъ производителей. ДЪйствительно, вообразимъ себЪ 
прямоугольникъ, основан!е котораго заключаетъь въ себЪ столько 
единицъ длины, сколько данное время © сек. — единицъ времени, а 
высота котораго заключаетъ въ себЪ столько единицъ длины, сколько 


ент. 
ханная скорость © „-- —единиць скорости. Тогда площадь такого пря- 


моугольника будетъ равна %.$, и будетъ заключать въ себЪ столько еди- 
ницъ площади (т. е. цент.?), сколько пространство $ цент., проходимое 
равномфрно во время © со скоростю ©, содержитъ единицъ длины. 


Такъ какъ всякое перемфнное движене можетъ быть предета- 
влено въ своихъ элементахъ равномфрнымъ, то пространство, прохо- 
димое въ каждый элементъь времени 4, можетъ быть выражено пло- 
щадью прямоугольника, съ основанмемъ Аи высотою, равною ©, т. е. 
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скорости въ соотвЪтствующемъ элементЪ. Сумма площадей безчиелен- 
и наго множества такихъ безконечно уз- 
кихъ прямоугольниковъ (рис. 26) вы- 

разитъ пространство, проходимое въ 

у опредфЪленный конечный промежутокъ 

времени. Эта сумма предетавитъ пло- 

щать, заключенную между прямой О, 

двумя перпендикулярными къ ней пря- 

0 + мыми ОТ. иЕГ, и ломаною лин!ю Г.Г, 
Рис. 26. которая, съ уменьшешемъ промежут- 

ковъ (4 обратится въ непрерывную кривую, называемую кривою 
скоростей. Если дано какое нибудь соотношене, опрелъляющее 
каждую скорость © по каждому данному времени # (т. е. если © да- 
на въ функщи #), то кривая скоростей построитея также, какъ вея- 
кая вообще кривая, для которой дано соотношеше между координа- 
тами ея точекъ (см. & 1). Слъдовательно при построении выражен!я 


‚= 


мы должны разсематривать всякое & какъ координату х (абсециесу) 
какой либо точки плоской кривой, а с—какъ соотвЪътетвующую ко- 
ординату у (ординату). 

Для равномфрноускореннаго движеня, гдЪ 


6—6 - 96, 


кривая скоростей будеть прямою лишей. ДЪй- 
ствительно, построивши (рие. 27) абециееу Ёи 
ординаты ©, и $, мы проведемъ лин!ю ®,©,, па- 
раллельно ОЁ затЪъмъ построимъ ординату ®’, со- 
Рис. 27, отвЪтетвующую абециесеЪ #. Такъ какъ 


ве — 6, - 9, 
ТО 


послфдняя пропорц1я показываетъ, что точка © лежитъ всегда на 
третьей сторонф прямоугольнаго треугольника 9.0.0, слЪдовательно 
лин1я скоростей, между ®, и ?, есть прямая. 
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Площадь фигуры 0% состоя изъ прямоугольника О и 
прямоугольнаго треугольника %.0%,, будетъ равна 


1 -е 
И ты@— 5) —= ` 5_й 


ИЛИ . 
1 
= 59, (39) 


и выразитъ пространство, пройденное равномфрно ускоренно во время 
$, съ ускорешемъ ди съ начальною скорост!ю 4%. 


Сводя опредЪлене пройденнаго пространства на вычислене пло- 
щадей, мы тъмъ не избЪфгаемъь однако суммоваюя безконечно ма- 
лыхъ величинъ, ибо для опредЪленя площадей, ограниченныхь кри- 
выми лимями, мы имЪемъ только одинъ епособъ— разбивать эти пло- 
щади на безконечно малыя части, которыя можно-бы было разематри- 
вать, какъ ограниченныя прямыми линями. Только площади фигуръ, 
ограниченныхъ прямыми лишями, мы можемь непосредственно срав- 
нивать, при помощи наложеня, съ принятою нами единицею площади 
(т. е. съ квадратомъ, стороны котораго равняются единицЪ длины) 
или съ конечными частями этой единицы. Слфдовательно, только при 
равномЪрно ускоренномъ движени мы можемъ опредЪлить пройденное 
пространство непосредственно безъ помощи суммованя безконечно 
малыхъ путей. 

Тфиъ не менфе сведеше опредфленя пути къ опред$леню пло- 
щади можетъ имЪть ту выгоду, что при вычислении площади мы мо- 
жемъ разбивать ее на безконечно малыя части разнообразными спо- 
собами, выбирая при этомъ такой способъ разбивая, при которомъ 
суммован1е частей можетъ быть произведено всего легче. Напримръ 
предположимъ, что зависимость скорости отъ времени представлена 
уравненемъ 


для промежутка времени между #=Ои 1—4. Для опредфленя про- 
странетва, пройденнаго точкою отъ начала лвижен1я, т.е. отъ #= 0. 
до какого нибудь момента между О и а, намъ нужно-бы было искать 
такую сумму безконечно малыхъ величинъ: 

Уг.4- у@’—а8}.а-уа—(24#}?.4#-+ ... у—ваб.а (41) 


Не выполняя непосредственно суммованя, мы посмотримъ сперва, къ 
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опредзленю площади какой кривой сводитея нахожден1е искомаго 
пространства. 
Строя кривую по ур. (40), мы видимъ, что 


А р скорость въ начал, при # = 0, имфетъ наиболь- 
” шую величину 4, которая на риеункЪ (рис. 25) 
_ _  выразитея лиею ОА; затфмъ скорость умень- 

0 В шается и при # = а (на рие.: ОБ) дълается рав- 
Рис. 28. на нулю. Для какого нибудь промежуточнаго мо- 


мента времени, опредфаляемаго абециссою (0 мы вычиеляемъь орди- 
нату С или Оф по ур. (40): 


0% — иа? — ОР, откуда Ой -- ОР =? = 00°; 


слЪдовательно разстояе ОС какой либо точки на кривой скоростей 
отъ начала координатъ всегда равно а, откуда закаючаемъ, что кри- 
вая АВ есть дуга круга, рауса @, центръ котораго въ О. Искомое 
пространство, для времени $ = (0, выразитея суммою площадей пря- 
моугольнаго треугольника ОСЁ и сектора круга ДОС, причемъ каж- 
дая изъ площадей, составляющихъ эту сумму, уже не будетъ имЪть 
непосредственнаго кинематическаго значения. 

Для опредфлентя площади сектора мы, какъ извЪетно, разбиваемъ 
дугу АС на безчиеленное число я прямолинейныхъ элементовъ, дли- 


ы 


на каждаго изъ которыхъ будетъь ‚ волЪдетв1е этого секторъ 4О0С 


и 


разобьется на безконечное множество треугольниковъ; основатемъ каж- 
даго изъ нихъ будетъ элементъ дуги, а высотою— радусъ круга; каж- 
а АС 

р] ‘и сумма 
изъ И такихъ паощадей будетъ 54. АС. При этомъ опять, площади 
элементарныхъ треугольниковъ, суммоваемъ которыхъ мы находимъ 
площадь сектора, не имфютъ никакого непосредственнаго кинемати- 
ческаго значеня, въ родЪ того, какъ элементарныя паощади, съ по- 
монию которыхъ могутъ-быть представлены члены суммы (41). 060- 
значимъ черезъ х уголь 4ОС, т. е. длину дуги, которая описана изъ 
точки О рад1усомъ единицею въ томъ-же угл АОС. Тогда очевидно, 


Дая такая элементарная площадь будетъ очевидно равна 


1 
АС=а.я, и площадь сектора = 5 а?«. СлЬдовательно искомое про- 
странетво $ выразится такъ: 


1 1 
— ид 
$—5 01.16 т 5ах, 
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ИЛИ ТакЪ КакЪъ 


[О =ь=уа?— В, 


ТО 
1 — 1 

$5=5#.И4 —Г тах, 

причемъ 
алка — 9 — 2 — 

2“ 0% ув’ 

{ а2— В 

ши==-, сова — И —. 

а а 


Если извЪетны тригонометричеекя количества я, с0оз, №, отноея- 
щ1яся къ какому нибудь углу ®, то уголъ этотъ мы считаемъ вполнЪ 
опред$леннымъ и изображаемъ такимъ образомъ: если 


Ш“ —=а, 0с08%&=0, №-=с, 
то 
© — аге. па — агс . с0$ 6 — аге . 160, 


что обозначаетъ: дуга © есть такая, которой эт есть @, с0$ есть, би 
т. п. СлЪдовательно мы можемъ писать: 


1 0 1 $ 
= — 2 __ 2 2 1 —_—_ @ ы 
8=5 Иа Рф 5“ атс . 51 (42) 


& 11, Опредфлеше движеня по даннымъ ускоренямъ. 


Предположимъ, что намъ дано ускорене д, для элемента вре- 
мени (4. слфдующаго за моментомъ времени начала движеня, направ- 
ленное по траэктори движущейся точки; тогда величина скорости точки 
КЪ концу этого элемента времени возрастаетъ на величину 0.4, и если 
для предыдущаго элемента времени скорость была ©, то для послЪ- 
дующаго— она будеть ©, -- 9,4 если затъмъ будетъ дано ускоре- 
не 0, (тоже тангенц1альное) для элемента времени, слфдующаго за 
моментомъ (4, отъ начала движеншя, то къ концу этого элемента ско- 
роеть возрастеть еще на 9,4 и въ течеи слфдующаго элемента, 
т. е. до конца времени 20%, она будетъ ©, — 9.@#- 9.4 ит. д.. Такимъ 
образомъ, черезъь нЪкоторое безконечно большое число я безко- 
нечно малыхъ промежутковъ времени (4, изъ которыхъ состоитъ 
нъкоторый конечный промежутокъ времени, отъ начала движен1я, 
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начальная скорость увеличитея на 
9.АЁ-- 9.АЁ-- 9. -- : - : 9. ЧЁ- 998, (43) 


и эта сумма, будучи придана къ скорости первоначальнаго элемента 
(съ котораго мы начинаемъ разематривать движене), выразитъ ско- 
рость въ течени элемента времени 4 слЪдующаго за промежуткомъ 
(= оть начала движеня. Сумуоваше (43) опять можетъ быть 
приведено къ нахожденю площади кривой ускорен1й, которая 
строится по уравненю 
9 — ГР } 

выражающему зависимость 9 оть времени, причемъ различныя вре- 
мена откладываются какъ абецисеы, а соотвфтетвующя величины 
(—какъ ординаты. Вообще мы видимъ, что скорость по даннымъ тан- 
генцальнымъ ускоренямъ находится съ помош!ю такихъ-же суммова- 
НЙ, какъ проходимое пространство—по даннымъ скоростямъ. Изъ (43) 
легко видЪъть, что если ускореше д будетъ постоянно, то приращене 
величины скорости будетъ, черезъ промежутокъ времени ©, 96 а са- 
мая скорость, если ©, будетъ начальная ея величина: 


. р 
т. — 9. 


Если ускорен!е (тангенщальное)} возрастаетъ пропорщ1онально времени 
и вообще будетъ 


9 —=а- 6%, 


то, при начальной скорости @.: 
‘ . 1 2 
о т 6Й, 


И Т. П. 


Такъ какъ, по даннымъ тангенщальнымъ ускоренямъ, первона- 
чальной скорости и положению точки исхода, мы можемъ опредъфлить 
только величину скорости по траэктори и длину пройденнаго про- 
странства, то вообще движение не опредЪляется внолнЪ выше упомянуты- 
ми данными, ибо остается еще неизвЪетною форма пути. Дляполнаго опре- 
дЪленя движеня намъ нужно знать, кромЪ величины скорости, еще ея 
направлен!е въ каждомъ элементЪ, т. е. другими словами, направлене 
каждаго элемента траэктор!и. Величину и направлен!е скорости мы бу- 
демъ знать, когда она дана намъ своими тремя слагающими по осямъ 
координатъ (обыкновенно прямоугольнымъ), ибо тогда мы знаемъ не 
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только величнну дтагонали, представляющей результирующую этихъ 
скоростей, но и ея направление: 


Ф 
[обо тогда 0 — 9; 0, о и 60$ (0.2) = > 
д 
, , 9) 
08 (9,9) = о 603 (#,2)= -; | 


Для того-же. что-бы знать вс три скорости по осямъ координатъ мы 
должны знать веЪ три ускоремя, т. е. позное ускореше, данное его 
тремя слагающими. 

Итакъ, движен!е вполнЪ опредфлено, когда даны заразъ: 1) по- 
ложен1е точки пехода, 2) скорость первоначальнаго элемента, по вели- 
чин и направлен1ю (т. е. обыкновенно—ея слагающия по осямъ коорди- 
натъ) и 3) полное ускорене для каждаго элемента времени, по величин® 


и направлению (т. е. опять его слагающя по осямъ координатъ). 
Пусть напримфръ точ- 


2 В 
д” ка О (рис. 29) предета- 


р вляетъ 6060ю начало дви- 
до, о жешя, лия АВ=%, по 
ыы величинЪ и направленю, — 
№ [И скорость начальнаго эае- 
мента, лини 0., 09,, 

ин... — ускореня въ 
концахъ перваго, втораго 
"| \ УЕ ит. д. элементовъ Найдемъ 
ИВ У послфдовательнымь поетро- 
и, ен1емъ элементовъ путь дви- 
И : жущейся точки. Вакъ обык- 
ИГ Е 9% новенно, опредфляемъ эле- 
й менты пути въ томъ пред- 
положен. что каждый изъ 
нихь проходится въ рав- 
ныя, Но безконечно малыя, 
времена (4. Лия Ох, па- 
раллельная и равная АР, от- 
ложенная отъ точки О. даетъ 

Рис. 29. направлеше перваго эае- 

мента траэктор!и. Длина перваго элемента будетъь (45, =, Я. ЗатЪмъ 
лин!я, параллельная и равная 0, дастъ направлен!е приращеня ско- 
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рости въ концЪ перваго элемента времени. длина 9,0% отложенная 
на этой ливи, дастъ величину этого приращеная;, д1агональ параллело- 
грамма, построеннаго на скороетяхъ ©, и 9,4 дастъ, по величинЪ и 
направлен!ю, скорость ©, во второмъ элементЪ пути, длина этого эле- 
мента будетъ 45, =%,4. затЪмъ, такимъ же образомь складывая 
скорости ©, и 9.4, опредъляемъ скорость ®, третьяго элемента и 
его длину 03, =$.А и т. д. Такимъ образомъ построимъ, элементъ 
за элементомъ, весь путь точки. Возможность описаннаго построеня 
показываетъ, что вышеприведенныя данныя внолнЪ опредЪаяютъ дви- 
жене. Но мы не имЪемъ средотвъ производить безчисленное множе- 
ство геометрическихъ сложенй, не выполняя дЪйствительно безко- 
нечнаго числа построенмй дтагоналей параллелограммовъ; поэтому 
мы сводимъ опредълене движеюя по траэктори къ разысканю 
движенй по прямолинейнымъь осямъ координатъ, при каждомъ изъ 
которыхъ ускореня направлены по линамъ движения, тогда сложения 
скоростей сводятся къ алгебраическимъ суммовашямъ, которыя выпол- 
нять мы можемъ, какъ-бы ни было велико число членовъ суммы. Въ 
$ 9 мы имфли примъръ подобнаго рода изслЪдовамя, гдЪ мы, по дан- 
ному ускореню проложенй, по начальной скорости и по данной точкЪ 
исхода, опредфляли движеше. 


Обозначимъ черезъ $,°, $,°, ©,’ данныя нпервоначальныя скоро- 
сти по осямъ координатъ, черезъ 9,, 9,, 9,—ускореня по тъмъ-же 
осямъ, представленныя какъ функщи времени, Тогда скорости ®. , 
9, %,, которыя будетъ имфть по осямъ координатъ движущаяся точка 
къ концу времени #, представятея такимъ образомъ: 


9х = 6х0 -- У 9а, 
бу УХ 9,4, (45) 
%» — 020 —- У, 9.4 ` 


гдЪ суммы берутся по всфмъ элементамъ времени въ промежуткЪ 
от #=0 до #=8. Опредъливъ изъ (45) скорости въ зависимости 
оть времени $ мы съ помонию урр. (39) найдемъ положен!е точки 
относительно данныхъ осей для всякаго времени, т. е. ршимъ вполнЪ 
задачу о движении. 
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$ 122. Кинематика неизмфняемой системы точекъ. 


Совокупность нЪеколькихъ движущихея точекъ называется во- 
обще системою движущихея точекъ. Если каждая точка системы 
можетъ передвигаться независимо отъ другихъ точекъ той-же системы, 
т. е. такъ, какъ будто-бы этихъ поелЪднихъ не было, то система назы- 
вается системою свободныхъ точекъ. Если какое нибудь пе- 
ремъщение одной точки обусловливаеть собою перемфщеня другихъ 
точекъ, то система называется системою несвободныхъ или 
связанныхъ точекъ. Система несвободныхъ точекъ можетъ быть 
сама по себЪ свободною или несвободною, смотря по тому, 
можетъ или не можетъ такая система перемфщаться во всЪ стороны, 
заразъ веЪми своими точками одинаково и безъ измфневя относи- 
тельнаго ихъ расположения. Твердое тЪло въ пространствЪ предста- 
вляетъь примЪръ свободной системы связанныхъ точекъ; 
твердое тфло на плоскости—примфръ несвободной системы 
связанныхъ точектъ. 

ГПакова-бы ни была система точекъ, всякое ея движене мы мо- 
жемъ разсматривать, какъ состоящее изъ двухъ: однаго общаго вефмъ 
точкамъ, и другаго—относительнаго, въ сравненш съ какою нибудь 
произвольно выбранною точкою той-же системы. ДЪйствительно, ско- 
рость каждой точки для каждаго момента времени мы можемъ раскла- 
дывать на двЪ, изъ которыхъ одна будетъ равна по величинЪ и на- 
правленю скорости нЪкоторой произвольно выбранной точки системы, 
и будетъ для воБхъ точекъ, стало быть, одна и таже, а другая в00б- 
ще для разныхъ точекъ будетъ различна; первая’ скорость обусло- 
витъ одно изъ вышеупомянутыхъ двухъ движенй, вторая— другое. 
Очевидно, что только относительное движение точекъ системы зави- 
ситъ отъ характера ея связности, и при изучени этого движе- 
ня мы можемъ одну изъ точекъ сиетемы разематривать, какъ не- 
ПОДВИЖНУЮ. 

НеизмЪ няемою системою называется такая, точки кото- 
рой не могутъ измфнять своихъ взаимныхъ разстоян. Точки абсо- 
лютно твердаго тЪла предетавляютъ примфръ такого рода системы. 
СлЪдовательно въ ней должны также оставаться неизмЪнными раз- 
стоян1я ея точекъ: 1} отъ всякой точки неизмВнно связанной съ си- 
стемой, 2) отъ какой нибудь прямой, проведенной между любыми 
двумя точками, или принадлежащими къ системЪ, или вображаемыми, но 
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съ нею неизмфнно связанными, 3) от плоскости, проведенной черезъ 
любыя три точки, припадлежания системЪ или съ оною неизмённо связан- 
ныя. СлЪфдовательно, если мы вообразихъ нЪкоторыя оси координатъ, 
неизмфннымъ образомъ связанныя съ системою, т. е. проходяния всегда 
черезъ однЪ и тфже ея точки (очевидно четыре точки опред лять три 
такя оси вполнЪ), то координаты точекъ системы относительно этихъ 
осей, при веякомъ движевши системы, останутся неизмунными. 

Такь какъ изучене тфхъ родовъ движеня всякой системы, ко- 
торые характеризуются свойствами связности этой послЪдней, сво- 
дитея къ изучешю движен ея точекъ около одной неподвижной, но 
произвольно выбранной, то мы и обратимся прежде всего къ движе- 
нию неизмьняемой системы около неподвижной точки. Пусть О 0у- 
детъ нЪкоторая неподвижная точка системы; тогда всякая другая 
точка 4 можетъ около нея двигаться не иначе, какъ оставаясь отъ 
О на неизмьнномъ разстояниг. Ве точки, лежашя на поверхности 
сферы рамуса ОД, около точки О, должны оставаться на этой ефе- 
рЪ, перемьщаясь только по ея поверхности. Вообразимь каюя Ни- 
будь двЪ точки А и Б (рис. 30), лежащая на этой поверхности; 
поель какого нибудь перемфщеня (конечнаго изи безконечно малаго ) 
положене этихъ точекъ на той-же сферЪ будеть Аи Б'. Дуги боль- 
‚в’ шихъ круговъ (центръ которыхъ въ О}, про- 
веденныхъ оть А кь Ви отъ 4'кь Б', 0у- 
дуть очевидно равны между собою, такъ какъ 
разстояня между точками системы неизм$н- 
ны *). Соединимъ дугами большихъь круговъ 
точки А съ А' и В съ Б', черезъ середины 

Ре. 30. этихъ дугъ, Е и Р, проведемъ опять больше 
круги, периендикулярно къ -1А' и Б.Б'. Тогда очевидно, каждая точка 
круга С будетъь одинаково отстоять отъ точекъ А и 4’; точно 
также каждая точка круга РС будетъ одинаково отстоять оть ВиБ’. 
Слфдовательно, для точки С пересфченя дугь ЕС и ЁЁ, мы будемъ 
имъть: АС = А'О и ВС = В'О, откуда заключаемъ, что сферический 
треугольникъ АБС при наложеши совпадетъ съ треугольникомъ 
А'В'О. Такъ какъ разстояня точки С оть обфихъ точекъ Аи В 
остаютея одни и тфже, до и поел перемфщеши, то эта точка должна 


*) Плоскость рисунка мы должны предетавить сеебф поверхностию ехеры, и 


прамыя лиш!и--дугами большихъ круговъ. 
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принадлежать къ неизмфняемой системЪ; кромЪз того мы видимъ, что, 
при данномъ перемфщени фигуры БС, точка С остается неподвиж- 
ною. Другою неподвижною точкою при данномъ перемфщени будетъ 
очевидно другой конецъ маметра сферы, проходящаго черезъ точку С. 
СлЪдовательно, къ концу даннаго перемфщеня одинъ изъ даметровъ 
разсматриваемой сферы, или вообще одна изъ прямыхъ лишй, прохо- 
дящихъ черезъ О, не измъфнитъ своего положевя. Если-бы, кромЪ пе- 
ремфщени точекъ 4 и Б, мы обратили вниман!е на перемфщен!е ка- 
кой нибудь другой пары точекъ, совершающееся совместно съ пер- 
вымъ, то опредЪляя положене неподвижной точки на сферЪ по вы- 
шеуказанному способу. мы пришли-бы непремфнно къ той-же самой 
неподвижной лиши, которая опредъаена перемфщенемъ первыхъ двухъ 
точекъ. ДЪйствительно, неподвижность какой нибудь другой лини 
обусловила-бы также неподвижность плоскости, проходящей черезъ 
объ неподвижныя лиши, а сл$довательно—и неподвижность всей си- 
стемы. Стало быть, при данномъ перемфщени неизмфняемой системы 
около точки, можетъ оставаться неподвижною только одна лишя, ко- 
торая проходитъ черезъ неподвижную точку. Такъ какъ разстояня 
точекъ отъ этой ливи должны быть неизмънны, то движене систе- 
мы должно состоять во вращении ея точекъ около упомянутой зин!и. 
Итакъ. всякое перемфщен1е точекъ неизм$ няемой си- 
стемы около неподвижной точки можетъ быть произ- 
ведено вращентемъ системы около нъькоторой непод- 
ВИЖНОЙ ОСИ. 

Представимъ себЪ рядъ послбдовательныхь перемфщенй неиз- 
мьняемой системы около неподвижной точки. Положеня, въ которыя 
приходитъ послфдовательно система, волЪдетв1е этихъ перемфще- 
ый. обозначимъ какъ 1, 2, Зит. д. до №. Переходъ системы изъ 
каждаго предыдущаго положеня въ послЪдующее можетъ быть совер- 
шенъ съ помонию движешя системы около нфкоторой оси, причемъ 
для каждаго перемфщеня, вообще говоря, можетъ найтись своя 
ось вращеня. Такимъ образомъ мы будетъ имЪть рядъ послЪдователь- 
ныхъ вращенй около различныхъ 06ей, проходящихъ черезъ одну 
неподвижную точку. Но съ другой стороны, перемфщене изъ поло- 
женя 1 въ положене М можетъ быть произведено непосредетвенно 
тоже вращештемъ системы около нЪкоторой оси. СлЪдовательно, рядъ 
вращении неизмфняемой системы около произвольнаго числа осей, про- 
холящихЪ черезъ неподвижную точку, мы можемъ замфнить въ ре- 


5 
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зультатЪ вращенемъ около одной оси, и на оборотъ—вращеше око- 
10 Одной оси предетавить, какъ результатъ послфдовательныхъ вра- 
щей около различныхъ произвольно выбранныхъ осей. 

Еели движен!е системы около неподвижной точки мы предета- 
ВИМЪ (6бЪ, какъ рядъ послЪдовательныхъ положен! отдЪленныхъ 
другъ отъ друга безконечно малыми промежутками времени, то дви- 
жен!е системы въ каждый изъ такихъ безконечно малыхъ промежут- 
ковъ времени будетъ состоять во вращени около н\которой оси, 
проходящей черезъ неподвижную точку. СлЪдовательно, всякое не- 
прерывное движенте неизм $ нлемой системы около нс- 
подвижной точки можно представить, какъ рядъ по- 
слЪдовательныхъ вращен1й около осей, проходящихъ 
черезъ неподвижную точку и непрерывно измЪняю- 
щихъ свое направлен1е Ёъ тому-же представлению мы м0- 
жемъ прйти и другимъ путемъ. Въ \ 8 мы видфли, что всякую тра- 
экторию точки можно представить себЪ, какъ рядъ безконечно ма- 
лыхъ круговыхъ дугъ, положене центровъ которыхъ и величина ра- 
д1усовъ для каждаго элемента траэкторш различны *); слЪдовательно, 
движен!е всякой точки по ея траэктор можно представить себЪ, 
какъ рядъ безконечно малыхъ ел вращешй по элементамъ раз- 
личныхЪ круговъ кривизны. Такимъ образомъ, движен!е каждой точки 
неизмЪняемой системы можетъ быть представлено, какъ рядъ враще- 
вй по кругамъ кривизны ея траэкториг въ теченш даннаго эле- 
мента времени, стало быть, каждая точка системы движется по своему 
кругу. Но пока точка движется по кругу, центръ его и самая движу- 
щаяся точка представляютъ нфкоторую непзм$няемую систему; слЪдо- 
вательно, всЪ центры круговъ въ теченш даннаго элемента времени 
неизмЪнно связаны съ точками системы. А такъ какъ эти центры, при- 
надлежа такимъ образомъ къ неизмфняемой системЪ, остаются не- 
подвижными, то они должны веЪ или находиться въ одной точкЪ, 
или лежать на прямой, проходящей черезъ эту точку. Сходиться въ 
одну точку всЪ центры вращеня не могутъ, ибо въ такомъ случаъ 
мы могли-бы найти веегда так1я точки, которыя двигались-бы по двумъ 
кругамъ, плоскости которыхъ пересфкаютея, велЪдетв1е чего изм$- 
нялось-бы разстоян!е между этими точками. Поэтому остается одно 


*) Прямая лин!я при этомъ представится напримВръ, какъ рядъ дугъ, радусы 
которыхъ безвонечно велики, а центры удалены въ безконечность. 
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возможное расположен!е центровъ кривизны—по прямой линш. Та- 
кая прямая линя называетея мгновенною осью вращен1я 
системы. 

Длина путей, проходимыхъ точками системы при данномъ вра- 
щенш этой послЪдней около какой либо оси, будетъ различна; но 
уголъ вращения, т. е. уголъ между двумя лишями, представая- 
ющими разетояня данной точки отъ оси вращения, до и посл пере- 
иъщен1я, будетъ очевидно для воЪхъ точекъ одинъ и тотъ-же, ибо 
въ противномъ случаЪ разетоян1я между точками системы должны-бы 
были измЪняться. Еели уголъ вращеня мы обозначимъ черезъ а, то 
длина пути, пройденная при этомъ точкою, находящеюся на разстоя- 
ши х отъ оси вращен!я, будетъ представлена длиною дуги круга, 
описанной радтусомъ 7 въ УТлЬ а, т. е. черезъ ух. Если вращене 
около данной оси совершается такимъ образомъ, что въ равные и про- 
извольно выбранные промежутки времени система поворачивается на 
равные углы, то вращен!е называется равном$рнымъ. Уголъ, на ко- 
торый система повернется, или повернулась-бы, при равномрномъ вра- 
щени въ единицу времени, называется угловою скорост!ю 
около данной оси. Всякое неравном рное вращене мы можемъ пред- 
ставить себЪ, какъ состоящее изъ ряда равномфрныхъ вращенй, 
продолжающихся, каждое, безконечно малый промежутокъ времени и 
имфющихъ различныя угловыя скорости. Если мы обозначимъ черезъ 
4х безконечно малый уголъ, на который повернетея система въ те- 
чен1и безконечно малаго времени 0 около данной оси, то угловая 
скорость «› около этой оси будетъ очевидно 


хх 
(0 ——. 46 
2 (16 
Путь 43. проходимый точкою, лежащею на разстояи ху отъ оси 


вращения, будетъ очевидно 


$ — 7% = 7. 6; (47) 
скорость этой точки на ея траэктори будетъ 
43 
# — ет —@®.т. (48) 


СлЪдовательно, если угловая скорость системы дана, то извЪетны 
скорости вефхъ ея точекъ, находящихся на данныхъ разсетояняхъ 
отъ данной оси вращешя. Такъ какъ уголъ предетавляетея всегда 
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отвлеченнымъ числомъ, выражающемъь отношен!:с длины дуги къ даинъ 
рад1уса, то единица угла будетъ иройдена редгуеомъ., когда онъ 
опишемъ дугу, равную ему по длин (т. е. уготь въ 57" 14' 44".7Т....). 
Если такой уголь будетъ пройденъ въ одну секунду, то угловая ско- 
рость будетъ равна единицЪ. Пзъ выраженя (+6) очеридно, что 

1 


сек. 


един. угл. скор. = (49) 


Если саЪдовательно мы обозначимъь черезь « числовую величину 
.. ы 1 

угловой скорости, то полное выражено ел будеть ®._— или (сек.)7'. 
д. 


Вращен!е около данной оси, а вмЪетЪь еъ нимъ и угловая скорость, 
считаютея положительными, когда дая наблюдателя, смотрящаго оть 
отрицательнаго конца осн къ положительному, вращене предета- 
вляется идущимъ по стрЬлкЪ часовъ, какъ это представлено на 
рис. (51). Такъ напримЪръ, если мы примемъ, что положительное на- 
правлен!е (отъ конца (—) къ концу (--)) земной 
осп идетъ отъ юга къ еЪверу. то вращеше отъ 
занада къ востоку будеть положительнымъ, п на 
оборотъ. принимая это вращене за положительное, 
мы должны отрицательный конецъ ‘оси вращеня 
отнести къ югу. 

Предетавимъь 6605 такое движеше пеизм$- 
няемой системы 0код0 неподвижной точки, при которомь не 
происходить никакихь внезанныхъ скачковъ или р56зкихь изм$- 
ненй въ направлены путей точекъ системы и ихъ скоростей. ЁВри- 
визна путей точекъ системы при такомъ движени должна измЪняться 
непрерывно, т. е. безконечно малыми скачками; другими словами, тъ 
круги, по безконечно малымъ дугамъ которыхъ происходить движе- 
н1е точекъ системы, въ течени каждаго изъ ряда безконечно малыхъ 
промежутковъ времени, должны постепенно переходить одинъ въ 
другой, такъ что каждый кругъ послЪдующаго момента долженъ только 
безконечно мало разниться отъ круга предылущаго момента, какъ по 
величинЪ рад1уса, такь по позоженшю центра и всей своей пло- 
скости. Только черезъь конечный промежутокъ гремени, т. е. безко- 
нечно большое число безконечно малыхъ промежутковъ. кругъ, по 
которому точка двигалась въ началЪ прохежутка, можеть отличатьея 
конечнымьъ опразомь оть круга, по которому точка движетея ръ кои- 


Рие. 31. 
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цЪ упомянутаго промежутка. Въ такомъ случа положен!:е мгновен- 
ной оси вращешя будетъ измфняться тоже постепенно; т. е. если въ 
теченти даннаго безконечно малаго промежутка времени система вра- 
щалась около опредЪленной прямой, то въ слЪдующ безконечно 
малый промежутокъ времени она будетъ вращаться около лин!и без- 
конечно близкой къ первой, и только черезъ конечный промежутокъ 
времени положене мгновенной оси измЪнится конечнымъ образомъ, 
т, в. послЪдняя будетъь образовать съ начальною осью конечный 
уголь, и угловая скорость вокругъ нея будетъь отличаться на конеч- 
ную величину отъ первоначальной. Если мы отиЪтимь внутри 
неизыЪфняемой системы рядъ мгновенныхъь осей для послЪфдователь- 
НЫХхЪ элементовъ времени, составляющихъ НЪкоторый конечный про- 
межутокъ времени, то оси эти, непрерывно переходя другъ въ друга, 
образуютъ нЪкоторую воническую поверхность А (рис. 32), вообще 
сомкнутую или разомкнутую, вершина которой находится въ непо- 
движной точкЪ О, и образуюния которой суть по 
слЪдовательныя оси вращеня. Этотъ коНуСЪ МЫ 
должны очевидно разсматривать, какъ нензмфнно 
связанный съ данною системою, и перемфщающийся 
виЪетЪ съ нею при ел вращении около точки О 
При каждомь изъ послЪдовательныхь мгновен- 
ныхъ вращен!й системы, только одна изъ образую- 
щихъ конуса А останется неподвижною, становясь 
0 мгновенною 06ью вращен1я: остальныя-же обра- 

Рис. 32. зующия будуть перемфщаться. Поэтому положение 
оси вращеня въ пространствъ (напр. относительно неподвижныхъ 
осей координатъ) будеть тоже измфняться со временемъ, п сама ось 
булеть описывать въ пространетвЪ конусъ Г, вершина котораго бу- 
детъ находитьея тоже въ О. Части конуса / слъдовательно описы: 
ваются различными образующими конуса К п при томъ, каждою изъ 
нихъ послЬдовательно въ продолжени того времени, въ течени ко- 
тораго эта образующая продолжаеть оставаться осью вращен1я. Мы 
можемъ такимъ образомъ сказать, что конусъ // описываетея въ про- 
странствЪ осью вращен!я, составленною въ разныя времена изъ раз- 
ныхъ точекъ системы. При каждомъ мгновенномъ вращен1и одна изъ 
образующихь конуса А. становясь осью, дБлается также образую- 
щею конуса Г. СлЪдовательно. движен!е неизмьняемоя системы около 
точки О вообще будетъ состоять въ томъ, что конуеъ А, неизмЪн- 
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но связанный съ системою, будеть катиться безъ скольжения 
по конубу Г, неподвижному въ пространетвз. 

Если оба конуса, неподвижный Т, и катящшея А, суть кру- 
глые., то движен!е называется вообще пренесстональнымъ вра- 
щен1емъ. При этомъ движении, оси обоихъ конусовъ Си О (рис. 33) 
очевидно всегда находятся въ одной плоскости съ мгновенною осью 

р вращения, Б, проходящею черезъ мото при- 
/ № и^ косновеня конусовъ. Эта плоскость 0ч46- 
— \ \ видно вращается 0010 9би (. такое ея 

/ цвижене называется прецесстей, а ея 
угловая скорость—угзовою екорост1ю 
прецесести. Скорость прецесси и угло- 
вая скорость системы около мгновенной 
оси находятся въ постоянномъ отношени другъ къ другу. Дъйстви- 
тельно, обозначимъ первую и вторую изъ упомянутыхь угловыхъ ско- 
ростей соотвфтетвенно черезъ О но, и во0бразимъь какую НИбУДЬ 
точку Р, лежащую на 0‹и ОО катящагося конуса (рис. 34). Эта 
с точка вращается въ данный моментъ около мгновен- 
хи о ной оси ОВ; слфдовательно ея скорость должна вы- 


Рис. 33. 


< 


а —Р  разитьея черезъ «.РМ: но съ другой стороны мы 
И можемъ разсматривать, что эта точка Въ тоже самое 
#7 мгновене вращается 0к0л0 06и 0С неподвижнаго 
| конуса съ угловою скоростию О. слфдовательно ея 

Рис. 34. — скорость можеть быть также выражена произведентемь 


о.РЕ. таь РЕ есть ея разстояме отъ о6и ОС: такъ какъ оба 
произведения выражаютьъ одну и туже скорость, то о. РМ=оО.РЕ. 
Если мы обозначимъ черезъ Ф уголъ между образующею и осью непо- 
движнаго конуса, а черезъ $-—тотъ-же уголь ДлЯ катящагоея конуса, 
то очевидно, что 

РМ: РЕ == во: зт (Ф 9); 


елъдовательно 
19: о шо; О = за (Фо: 9. (50) 
и Вели конусъ К приходится внутри конуса Г, (рис. 35), 
ИК то очевидно 
+2 | и: О = зп (Ф — $): 915, (51) 
й причем ® и © имфютъ различные знаки. ВЪ э70му 


Рие. 35. случаю относится вращене земли около 67 центра, 
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причемь Ф = 23" 37! 28", а 9=0". 00867; время обрашеня со ско- 
ростю ® равно звЪзднымъ суткамъ, а со скоростю 2—25868 годамъ. 
Если наконецъ С приходится внутри А (рис. 36), то 


‚0 | @ : 2 — т (< — Ф): зщ. (52) 


` ® 

\ Мы уже знаемь, что каждое вращен!е около 

опредЪленной оси можетъ быть разсматриваемо какъ 

результать иЪеколькихъ послЗдовательныхъ вращенй 

около различныхъ осей; эти послфдня мы можемъ 
Рис. 36. назвать слагающими или составляющими вра- 

щенями, а вращен1е ихъ зам5няющее —-результирующимъ. 


< 18. Сложене угловыхъ скоростей. 


Раземотримь соотношеня между величинами составляющихъ и 
результирующихъ вращенй въ томъ предположени, что тЪ и друпя 
безконечно малы и совершаютея въ безконечно малыя времена. 

Прежде всего замфтимъ слфдующее. Пусть нЪфкоторая точка ет- 
стемы послфдовательно вращается съ нею около нФеколькихъ осей, 
расположенныхъ какъ угодно, и вообще не проходящихъ черезъ одну 
точку. пусть угловыя скорости около этихъ осей будуть ®, 9... 4%, 
а разстоян1я отъ осей вышеупомянутой точки будуть 71, К., 7... Та. 
Если точка повернется въ теченйг безконечно малаго времени 4 
около первой оси, то ел перемфщен!е будетъ равно 7.6.4. Если оси 
мы намфтимъ неподвижно въ пространствЪ, то послЪ перваго враще- 
шя разстояшя перемфщенной точки отъ намфченныхъ неподвижныхъ 
лин, долженствующихъь сдфлаться въ поелфдующ!е моменты осями 
вращеня, тоже измфнятея, но очевидно— безконечно мало. Пусть эти 
разстояня сдлаются равными г, -- Фи, г аг, г Ч. 
Тегда перемьщене точни, велфдетые ея вращеня около второй оси 
во время 4, будетъ 

в), (7, —— т.) 4, 
ит. д. Такъ что, когда совершатея вращеншя около вобхъ осей, 
кромЪ5 послЪфдней, то разстоян1е точки отъ и— ной оеи, велвдетвле 
этихъ вращенй, сдЪлается 
го -- а'т» -- 4"т, Чу +... 1, , 
дЪ г’. фт, .... Ч, суть безконечно малыя приращеня 
разстоян!я т,, вслЪдетве перваго, втораго и т. д. вращенй. 
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Если наконецъ точка повернетея въ течени времени @ около по- 
слЪдней оси, то ея перемъщенше, вельдетв!е этого вращеня, будетъ 


(а -- Ча — та — т — - ы Ча) ода; 


ея скорость во время этого перемъщен!я получится, когда мы 
предъидущее выражене раздълимъ на ЧЕ. тогда будемъ имЪть: 


Ола — О (ть —- та —- ы о а) . 


Еели чиело осей не безконечно велико, то конечная сумма безконечно 
малыхъ величинъ, въ скобкахъ (), будетъ тоже безконечно мала. а 
слфдовательно будетъь также безконечно мало произведене изъ этой 
суммы и конечной величины ©». Такимъ облазохъ, второй членъ по- 
елфдняго выраженя, съ безпредьльнымъ уменьшешемъ промежутка 
времени (4, можеть быть едЪланъ меньше всякой панной величины И 
въ предфлдЪ можеть быть принлтъ раввыхт нулю. СлЪдовательно, 
скорость точки, во время ноельдняго вращения, можеть быть принята 
равною ®,7,, & длина ел перемьщен1я— равною в) 7. т. е. такою 
же. какою она была бы, если ды ий— ное вращен!е совершилось нер- 
вымъ вЪ ряду данныхъ вращенй. Отеюда заключаемъ, что резуль: 
татъ каждаго изъ конечнаго ряда безконечно малыхъ 
вращен!й будетъ одинъ и ТОТЪЬ же, въ какомъ бы по0- 
рядкЪ они ни совершались. Слъдовательно, въ ре 
зультать эти вращен1я можно разематривать такъ, 
какъ будто они совершаются одновременно. Не должно 
упускать изъ виду, Что это заключение относится только въ 0ез- 
конечно малымъ вращен1ямЪ И ТОЛЬКО КЪ конечному 
числу (не безконечно большому} таковыхъ. 
Представимъ себЪ дв оеи вращен!я ОА и ОВ (рис. 31), на кото- 
А „ рыхъстрЪаками обозначимъ ихъ положительное 
’ направлене; предполояииъ, что система вра- 
щается въ течени однаго элемента времени (8 
около 0ви ОА, съ угловою скоростю ®., а 
въ течени слъдующаго такого же элемента 
времени АЁ-—около другой оси ОВ, со ско- 
ростю ®,. Найдемъ положен1е такой оси, 
вращен!е около которой въ теченши такого же промежутка времени 
ЧЁ сообщило бы точкамъ неизузняемой системы тамя же перемфще- 
ня, какъ оба первыя поелъдовательныя вращеня, и опредьлимъ 
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угловую скорость этого результирующаго вращен1я. Перемъщеня то- 
чевъ будуть происходить по элементамъ круговъ около той или дру- 
гой оси, и могутъ, по своей безконечной малости, быть приняты за 
прямолинейныя. Положительное вращене около той или другой оси 
выдвинетъь точки, лежащая въ плоскости рисунка по лЪвую сторону 
отъ оси, впередъ изъ этой плоскости, а точки, лежания по правую 
сторону, отодвинетъ за плоскость, елфдовательно только для точекъ, 
лежащихь въ плоскости между обЪими осями, перемфщеня отъ того 
и другаго вращеня будутъ противоположны другъ другу, перемфщения 
веъхъ другихъ точекъ, лежащихъ внЪ двухъ противулежащихъ угловъ, 
образуемыхъ обЪими парами одноименныхъ концовъ осей, будуть 
совпадать другъ съ другомъ, направляясь одинаково заразъ въ ту или 
другую сторону. ТЪ точки, перемфщентя которыхъ отъ обоихъ врашенй 
о и ®,, будучи прямо противоположны другъ другу, будутъ также 
н равны. вовсе не перемъетятея поелЪ упомянутыхъ вращении, а 
слЪдовательно должны будутъ лежать на искомой оси резудьтирую- 
щаго вращеня. Эти точки должны очевидно находиться въ плоскости 
обЪъихь осей ОА и ОБ, и въ углЪ, образованномъ ихъ одноименными 
концами. Если точка Р лежить внутри угла АОВ, а РМ и РМ 
суть ея разстоян!я оть осей ОА и ОБ, то перемьщене точки Р, 
волЪдетве вращеня около ОА въ течении 4, будетъ равно РМ... & 
и направлено по перпендикуляру къ плоскости рисунка, за эту плос- 
кость, перемфщен!е той же точки, отъ вращеня около ОБ, въ теченш 
такого же времени 4, будеть равно РМ№. 0, 4 и направлено по тому 
же перпендикуляру, впередъ отъ плоскости. Кели точка Р лежитъ на 
оп, то должно быть 


РМ, @&— Р№оы, 4. (53) 

Отложимъ на обЪихъ данныхъ осяхъ длины АО и БО, равныя соот- 
вътетвенно скоростям &, и ©,; тогда равенетво (53) обращаетея въ 
РМ .ОА =РИХ. ОВ, (54) 


и выражаетъ, что площади треугольниковъ ОАДР и ОБР равны. 
Опуская на линю ОР перпендикуляры АРи ВК, мы можемъ выра- 
зить равенство тЪхъ же площадей иначе: 


ОР. АГ=ОР.ВК, откуда АГ=ВК. (55) 


Черезъ точку А проведемъ лин!ю, параллельную ОБ, до ветрфчи ея 
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съ ОР въ точкЪ С. и соединимь С съ Б. Тогда площади треуголь- 
никовь ОАСи ОВО, выражаясь черезъ ОС. АГи ОБ.БК, будуть 
на основании (55) равны. Отсюда сафдуеть, что ВС = 40 и что 00Ъ 
эти линш параллельны. Такимъ образомь, направленте резуль: 
тирующей осн совпалаетъ съ д1агональю паралае- 
лограмма, построеннаго на составляющихъ угловыхъ 
скоростяхъ, отложенных по соотв ртетвующимъ 
осямъ. Такъ какъ точка 4, лежащая на оси ОЛЯ, не перемфщается 
отъ вращеши системы около ОД, то ея перемъщеня, при вращения 
системы около осей ОБ или ОС. должны быть равны, саЪдовательно, 
если АН и АГ будуть ея разстолня оть этихъ осей, то 


«.АН=®.АГ пли ОБ.АН=о. АВ, (56) 


гдф ® ость искомая скорость около ОС. № ОБ. АН представляетъ 
площадь треугольника ОАБ. которая равна площади треугольника 
ОАС: слъловательно 

ОВ. АН=ОС. Ар =®. АГ, ила ®= 00; (57) 


т. е. длина упомянутой длагонали предоставить величину искомой ре- 
зультирующей угловой скорости. Птакъ вообще: угловыя 6ко0- 
рости, отложенныя по соотв фтотвующимъ одноимен- 
нымъ осямъ, слагаются, какъ обыкновенныя С80- 
ности. Умфя складывать двЪъ угловыя скорости, мы можемь 
сложить ихъ произвольное число, и, повторял тьже разсужденя, какъ 
при еложени обыкновенныхъ скоростей, прйдемъ къ заключенно. что 
результирующая угловая скорость, по своей вели- 
чинЪ и по направлен1ю своей оси, находится, какъ 
закаючительная сторона многоугольника, построен- 
наго на данныхъ елагающихъ угловыхъ скоростлхъ, 
отложенныхъ по направлен1ю соотв Ъътетвующихъ 
обед. 

Поэтому результатъ всякаго вращеня около мгновенной осн, 
въ теченш элемента времени, мы можемъ разсматривать, какъ рядЪ 
вращенй около какого угодно числа осей, причемъ каждое вращен!е 
совершается въ такой же элементъ времени, какъ разлагаемое вра- 
щен!е. Каждое мгновенное вращене мы можемъ слЪдовательно раз 
лагать на три, совершающияея около трехъ взаимно перпендикуляр- 
ныхъ осей. или остающихся въ пространствЪ въ нензмЪнномь направле- 
ни, или все равно вращающихся вмЪфетЪ съ системою. вели ©, ®,, ®. 
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будутъ угловыя скорости вокругъ этихъ трехъ 06ей, для даннаго 
момента времени, а ®— скорость вокругь результирующей оси, то 
очевидно 


6 — мо -о., (58) 
причемъ углы @, 2, ^^,’ которые результирующая ось образуетъ съ 
тремя прямоугольными слагающими, опредЪаятея изъ уравненй 


61 


6 6 . 
608% ==—1, е0$ 9 —= 8, сои ==—3. (59) 
6 


[0 В 

оная для каждаго элемента времени слагаюция угловыя скорости 
около трехъ неизм$нныхъ по направлено осей, мы будемъ знать 
положене мгновенной оси и ея угловую скоростьь слЪФдовательно 
будемъ знать скорость любой точки системы, лежащей на опред лен- 
номъ разстояни отъ оси; т. е. движен!е системы намъ будетъ вполнЪ 
ИЗВЪеТНО. 

Предположимъ теперь, что поелфдовательныя безконечныя вра- 
щення совершаются около параллельныхъ осей. Пусть ОА и ОБ 
(рис. 38) будутъ двЪ параллельныя оси, направаенныя въ одну сто- 
рону. угловыя скорости ихъ пусть будуть м ио.. 
Тогда точки, получающя отъ 0боихъ вращен!й 
противололожныя перемфщен!я, будуть лежать въ 
плоскости обфихъ осей и между этими поелфдними. 
Для какой нибудь такой точки Р, лежащей на раз- 
стояяхъ 7, их, оть осей, перемфщене, отъ вра- 
щен!я въ теченш элемента времени ( около первой 
оси, будеть в.7, 4; соотвЪтетвующее перемЪщен!е 
отъ вращен1я в, будеть ©,7,4 и будетъ направлено противоположно 
первому, по перпендикуляру къ плоскости рисунка. Очевидно, для 
веЪхъ точекъ, лежащихъ на линш, параллельной обфимъ осямъ, пере- 
уфщеня будуть одинаковы; если же линя есть результирующая 
ось, то 


Рис. 38. 


171 = ®./, ; И: И, = 0.: 8 ; (60) 


т.е. результирующая ось лежитъ въ плоскости 00Ъ- 
ихъ составляющихъ, между ними, на разстоян1яхъ 
отъ нихъ, обратно пропорциональныхъ ихъ угло- 
вымъ скоростямъ. 
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Пусть в будетъ скорость вокругъ направленя результирующей 
оси, плущаго въ одну сторону со слагающими. Такъ какъ перемъще- 
не какой нибудь точки на одной изъ слагающихея осей должно быть 
одно и тоже, отъ вращении около двухъ другихъ. то 


т == (7. Г,) 0, и Го == (Г, 9, 
откуда (61) 
0—0. ; 
т. е. угловая результирующая скорость равна суумЪ 
угловыхъ слагающихъ скоростей. 

ная какъ складывать двЪ угловыя скорости, мы очевидно м0- 
жемъ послЪдовательнымъ сложенемъ найти результирующую ось для 
произвольнаго числа параллельныхъ одноименныхь составляющихъ 
осей. Результирующая угловая скорость будетъ при этомъ очевидно 
равна сумму слагающихъ скоростей. 

Если оси А и Б (рис. 39) направлены въ разныя стороны, то 
на основани подобныхъ же разсужденй, какъ въ предъидущемъ 
случаъ, мы прийдемъ къ заключению, что резудльти- 
рующая ось лежитъ въ плоскости ела- 
гаемыхъ осей и по одну какую пибудь 
отъ нихъ сторону. Если опять г, и 7, будуть 
разетоян1я результирующей оси отъ данныхъ состав- 
ляющихъ осей, то очевидно, какъ прежде 


В 711 — 7, 65, (62) 

откуда видимъ, что еели ©. >%,, тот, >и,, и наобо- 

ротъ; а такъ какъ ось А лежитъ внЪ осей А и Б, то она должна 

лежать на сторонЪ той изъ осей АД и В, которой угловая скорость 

больше. ВромЪ того, такъ какъ перемфщеня точекъ на одной изъ 

слагающихъ осей, оть вращенй около двухъ другихъ, должны выть 
равны и противоположны, то 


716 — (7, — 7), и РГ.) ®, 
откуда (63) 
©) — 6) —@&.. 


СлЪдовательно, для обоихъ случаевъ можемъ сказать, что результирую- 
щая угловая скорость двухъ данныхъ вращенй, около параллельныхъ 
осей, направаенныхъ въ одну или разныя стороны, равна алгебраи- 
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ческой сумм скоростей около составляющихъ осей, причемъ знаки 
слагающихь одинаковы, если оси однонменны, и разные въ против- 
ноль случаЪ. Разетояня результирующей оси отъ составляющихъ 
всегда обратно пропорщональны угловымъ скоростямъ этихь по- 
СЛЪДНИХЪ. 


Если въ (63) ® =®,, то & = 0; слЪдовательно, двЪ оси, съ 
равными и обратными другъ другу угловыми скоростями, не имЪють 
результирующей оси. Раземотримъ скорости, обусловливаемыя такими 
осями въ точкахъ плоскости рисунка. Будемъ считать положитель- 
ными скорости, направленныя отъ наблюдателя смотрящаго на ри- 
сунокъ. Тогда для точки, лежащей вправо отъ обфихъ осей Ди В 
(9, =, = 0), на разстояшяхъ 7, их,, мы будемъ имфть скорости: 


отъ вращ. А: О’, отъ вращ. Б: —О!х,; 
(64) 
сумма —= О (г, —*,) = 04, 
гдЪ @ есть разстоян!е между осями. Точно также для точки, между 
осями: 


отъ враш. 4: Фи, оть вращ. ВБ: Ох, 
сумма = О (и, т.) =-О4. 


Точно тоже найдемъ для точекъ, по лЪвую сторону отъ осей. Итакъ 
мы видимъ, что противоположныя вращен1я около 
двухъ параллельныхъ осей обусловливаютъ посту- 
пательное движен1е точекъ системы со скоростию, 
равною произведен1ю изъ угловой скорости осей и 
ихъ взаимнаго разстоян1я. Направлен1е скорости 
перпендикулярно къ плоскости осей, и направлено 
въ ту сторону, смотря въ которую, наблюдатель ви- 
дитъ, что направленте по обЪимЪъ осямъ совпадаетъ 
съ движен1емъ часовой стр$лки. Отсюда же слФдуетъ, что 
перемвщен1я, отъ вращен1л около двухъ параллельныхъ осей, съ про- 
тивоположными, но неравными скоростями, можно замфнить враще- 
ниемъ около одной 0си и поступательнымъ движен1емъ, перпендику- 
лярнымъ къ плоскости осей. Такъ, для осей 4 и Б, со скоростями 
ори ©®,, мы можемь имфть: или вращене около 4, е0 скороет!ю 
«,—®,, и поступательную скорость -- @®,1 (т.е. за плоскость рисунка), 
или вращен1е около Б, 0 скоростю ®.—®, (положит. или отриц.) 
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и поступательную скорость — ®.@ (т.е. опять за плоекость рисунка). 
Такимъ образомъ. поступательное движен!е веегда направлено такъ, 
что около него направлешя осей Ди Б переходятъ другъ въ 
пруга положительнымъ вращешемъ. Но въ то же время двЪ упомя- 
нутыя 0и А и Б могуть быть замфнены одною результирующею 
ПД, со скоростю ®—®,. СлЪдовательно на обороть: пезконечно 
малое вращен!1е около одной оси (напр. около А) (рис. 40) 
можетъ быть зам нено такимъ же вращен1емъ около 
А другой оси, параллельной первой (напр. 

около 4) и поступательнымъ движе- 


и н|емъ, перпендикулярнымъ ЕЪ плос- 

со кости старой и новой осей (Ви 4), и 

направленнымъ въ ту сторону отъ на- 

— блюдателя, смотря въ которую онъ ви: 

1С. дитъ направлен:е прежней оси А и на- 
^. | р: 


правлен!е ея передвижения 7` идущими 

Рис. 40. по стрЬлкЪ часовъ. ПШначе: постуна- 
тельное перем $ щен!е направлено влЪво отъ наблю- 
дателя, который, ставши въ направлен1и оси, Гля- 
дитъ по направлен!1ю ея передвижен!л (т. е. отъ А къ 4). 
Скорость г поступательнаго перемфщен!1я равна 
произведен1ю (&.7) изъ угловой скорости около дан- 
ной оси © и длины ея передвижен!я г. это послЪднее 
заключен1е 0 величинЪ © яветвуетъ изъ того обстоятельетва, что, 
какъ мы прежде видЪли по (64): = (7, —г,), гдЪ т, есть то 
разстояще, которое мы теперь назвали черезъ 7, а © есть скорость 
0—6 =®,; слЪдовательно © =, (7, —7.) или по (63): 


—=м.х. (65) 


Если мы имЪемъ нЪкоторое вращательное движен!е системы, 
соединенное съ поступательнымъ, перпендикулярнымъ къ оси вращения, 
то мы можемъ замфнить его однимъ только вращательнымъ, съ тою 
же угловою скоростию, но около другой оси. 


Такъ напримЪфръ, если система движется впередъ со скорост!ю 9, 
вращаясь около оси, периендикулярной къ направлен1ю ©, съ угловою 
скоростю в, то такое движене можетъ быть представлено, только 
какъ рядъ вращенш около осей, расположенныхъ въ послЪдователь- 
. ные моменты времени параллельно плоскости, въ которой лежатъ 
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направлен1я скорости © и оси ®; слЪдовательно, послЪдовательными 
положен!ями новой осн образуется плоскость, параллельная плоскости 
Фи ®; расположена она влЪво отъ наблюдателя, помфщеннаго по 
направлен!ю оси @ и смотрящаго по скорости 9; ея разетояне отъ 


. 1 
первой плоскости есть ы. 


Точно также, еели нЪкоторая точка системы движется равномЪрно 
по кругу со скоростю ©, и система вращается около этой точки съ 
угловою скорост!ю в вокругъ оси, перпендикулярной къ плоскости 
круга, то новыя оси вращения (безъ поступательнаго движения) обра- 
зуютъ цилиндрическую поверхность, ращуеъ которой больше или 


ф , 
меньше радуса круга на =, смотря по смыелу вращения ©. 


Если поступательное движен!е системы направлено не перпен- 
дикулярно въ оси вращеня, то мы разложимъ его на два: одно 
перпендикулярное къ оси и другое съ нею совпадающее. Вращене 
и первое изъ упомянутыхъ поступательныхъ движенш замънимъ 
извъетнымь образомь однимъ вращенмемъ, п получимъ въ результатЪ 
вращене, соединенное съ поступательнымъ движенемъ вдоль по оси, 


или, какъ говорятъ, вращен!е со екольжен1емъ или винто- 
вое движенте. 


Въ началЪ 12 мы видЪли, что веякое движене неизмЪняемой 
системы можетъ быть разематриваемо, какъ поступательное, соеди- 
ненное съ послЪдовательнымъ вращенемъ около осей, проходящихъ 
черезъ одну и ту же точку системы. Предъидуция разсужденя ведутъ 
насъ еще къ новому способу представлять еебЪ движен!е неизм$няе- 
мой системы. Именно, мы можемъ сказать, что всякое движенте 
неизм $ няемой системы состоитъ изъ ряда послЪдо- 
вательныхъ безконечно малыхъ винтовыхъ перем }- 
щен!й около различныхъ осей, проходящихъ черезъ 
различныя точки, которыя вообще или принадле- 
жатъ данной системы, или должны быть разсматри- 
ваемы, какъ съ нею неизмЪнно связанныя. Повторяя 
так1я же разсужденшя, как!я были сдъланы въ концЪ предъидущаго 
параграфа относительно конусовъ, образуемыхъ осями, мы прИйдемъ 
къ заключен1ю, что оси винтовыхъ вращенй всегда совпадаютъ, съ 
одной стороны съ н$Ъкоторою поверхностио, неизмънно связанною 
съ системою и съ нею перемфщающеюся, а съ другой стороныы-— 


чзофоо 


| ИИ 
> 
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съ нфкоторою поверхностно, неподвижною въ пространетвЪ. Движене 
системы тогда состоить въ томъ, что первая поверхность катится 
по второй, спользя при этомь по прямымъ аипямъ, по которыхь 
происходить соприкосновене обфихъ поверхностей. 


Раземотримь теперь самый общий вопросъ о сложенш скоростей. 
Предположимъ, что система испытываетъ послЪдовательныя безко- 
нечно малыя вращеня около различныхъ осей, проходящихъ черезъ 
разныя точки; найдемь вращеше и поступательное движен!е, замф- 
няюця рядъ упомянутыхъ перемъьщенй. Чтобы рЬшить этотъ вопросъ, 
мы замфнимь сперва каждую изъ осей трехя, проходящими черезъ 
какую нибудь точку разлагаемой оси, и параллельными тремъ даннымъ 
взаимно пернендикулярнымъ направленямъ (осямъ координатъ). ПослЪ 
‘такого разложеня будемъ имЪфть три сер осей: оси каждой сер 
будутъ взаимно параллельны, и оси одной изъ трехъ сей будутъ 
перпендикулярны осямъ каждой изъ двухъ другихъ сер. Яатфмъ 
каздую изъ параллельныхъ осей замЪнимъ другою нараллельною о6ъю, 
совпадающею дая веъхъ осей семи съ одною и тою же лимею (06ью 
коорлинатъ), и соотвЪтетвующимъ поступательнымъь перем щенемь. 
Такимъ образомъ поступая съ осями остальныхъ лдвухъ сер и екла- 
дывая всЪ поступательныя перемфщеня въ одно, мы получимъ три 
взаимно перпендикулярныя проходяния черезъ одну точку оси и по- 
ступательное перемфщен1е. ЗамЪняя наконецъ три оси одною, позу- 
чимъ вращен!е, сопровождаемое поступательнымъ движенемъ, кото- 
рое мы умЪемъ уже замфиять однимъ винтовымъ движешемъ. 


Же 


Примъчаше. Вышеприведенный способъ еложеня легко выра- 
зить аналитическими формулами. Пусть будутъ даны 0еи, которыя 
мы обозначимь нумерами 1, 2, Зит. д. до т. Буквы, выражающая 
величины, относяияся къ какой нибудь оси, напримЪръ нумера #, 
будемъ снабжать внизу значкомъ 7. Пуеть угловыя скорости осей 
будуть &,, ®,. - -®ш, ихъ направлене опредфлимъ для каждой 
тремя углами съ какими нибудь данными тремя взаимно пернендику- 
лярными ливями (осями координатъ). Пусть эти углы будутъ 9, 8, 
1, ИТ. Д. ДО Ча, О а, „. Предноложимъ, что для каждой оси дана 
еще какая пибудь точка, черезъ которую эта ось проходитъ, коорди- 
наты такихъ точекъ для каждой о0еи пуеть будутъ соотвЪтетвенно 


® 
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2.9, 24, ит. д. до Хы, Ур, 20. Тремя углами и тремя упомяну- 
тыми координатами положен!е каждой оси опредБляетсея вполиъ. 
Разложимъ каждую изъ данныхъ осей вращен!я на три, парал- 
лельныя даннымъ прямоугольнымъ осямъ координать и проходящая 
черезъ данныя выше точки. Тогда для какой нибудь я— ной оси со- 
‘отвЪтетвующая угловая скорость ©. разложител на слъдующия три: 


г 
Рь = ©, 6089, (= 0, 608 В, = 608. (66) 


Важдую изъ этихъ осей, проходящую черезъ точку (7, 9,. 2), 3а- 
изнимъ параллельною осью, проходящею черезъ начало координатъ 
{рис. 41). Начнемъ съ оси р,. сперва перенесемъ се, положимъ, въ 
плоскость #Х, т. е. передвинемъ въ на- 
правлении обратномъь 06си уУ—овъ на 
длину у,, тогда къ вращеню р, приба- 
витея еще поступательная скорость, на- 
правленная влЪво отъ плоскости, про- 
ходящей черезъ ось р, и направлене 
ея передвиженя, т. е. по положитель- 
ному направлешю 0си 2—0овъ; вели- 
Рис. 41. чина этой скорости будетъь р.у,. За- 
тъмъ перенесемъь нашу ось вращеня, 
находящуюся теперь въ плоскости Х, до совпадешя ея съ осью 
координать ОХ, т. е. передвинемъ ее въ направлени обратномъ 
0си 2—овъ на длину 2,, тогда къ вращению р, прибавится еще по- 
ступательная скорость, направленная въ отрицательную сторону оси 
у—овъ. ея величина, по отношеню къ положительному направлению 
оси у—овъ, будетъ—р,г,. Итакъ, перенося ось 2, на ось ОХ, мы 
прибавляемъ къ ея вращеню слфдующя поступательныя скорости: 


по оси ОЙ: 94, по оси ОУ: — ды. 


Точно также, переносъ оси 9, на ось ОТ обусловить поступатель- 
ныл скорости: 


по ОХ: 49.2, по ОЙ:  — 0; 
переносъ оси 7, на ось ОЙ обусловить скорости: 
по ОУ: ть, по ОХ:  — и. 


СлЪдовательно, переносъ осей р,, 9., Г. на оси координатъ или, 
что все равно, — оси ®, въ точку О, обусловитъ слЪдующия прибавоч- 


6 
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ныя лостулательныя скорости, №, %., @,, 10 осямъ координатъ. 
Иа == Чиа — "п, 
п == Иль — Рю (67) 
#„ — р, — Фр . 

Вели мы перенесемъ въ О веЪ данныя т осей, то въ резуль 
тат очевидно получатся: во-первыхъ три вращения около осей коор- 
динать: Р, О, В, при чемь = 

РЕр в. ** `Ры› 
или, сбозначая операцию суммованя черезъ №: 

Р=Ур, 0=%4а, В=\и; (68) 
во-вторыхь-— скорости по оеямъ координатъ: (, Т, И’, которыя 
очевидно опредфлятеял такъ: 

П=- (42 —"у), 
[1 — У (их — рг), (69) 
И—= У (ру— 12). 

Вращеня (68) и поетупательныя движен!я (69) даютъ очевидно: 
1) вращен!е около нфкоторой оси, проходящей черезъ 0). съ угловою 
окорост1ю 

0? — Р2- 02+ В, (70) 
при чемъ косинусы угловъ этой оси съ осями координать будуть 
Р 0 В _ 
есз (2.5) = е0$ (42. у) = о, е0$ ((),2) = о; (71) 
2) поступательное движене, со екоростио 
(= У И, (72) 
при чемъ направлене этой скорости опредъаится такъ: 
4 


об): оби с0$ (0,2) — т. (73) 


Уголь между направленями и С опредфлится такъ "): 


РП УИ 
Не-а. 0: (74) 


*) Вообще, если даны углы двухъ лин!Й съ осями координатъ (для одной: 
а, В, 1, а для другой: а, 6, с), то уголъ ф между ними мы отыщемъ такимъ обрз- 
зомъ. На одной кзъ лин, положимъ гервой, отложимъ длину [; проложеше этой 
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Скорость С разложимъ на двЪ: одну, направленную по оси вращеня ©. 
величина которой будетъ 


А — ОС соз(©@,С), (75) 


и другую, перпендикулярную къ этой оси, величина которой будеть 
очевидно 


Перенесемъ теперь ось © параллельно самой себф по направлению, 
перпендикулярному плоскости ОФ и С, на длину ОСзш (О.С) ваЪво 
оть направления скорости Сэт (9,С); въ результат получимъ угло- 
вую скорость О, около перенесенной оси, и поступательную скорость 
0 с08 (ОС), вдоль по этой осн. Такимъ образомъ, воз вращеня: в, 
©... т, Замфнимъ однимъ винтовымъ перемфщенемъ. 

Координаты, 5, *, х, точки, въ которую должна быть въ послЪд- 
Я разъ перенесена ось ОФ, найдутся такимъ образомъ. Если мы 
перенесемъ ось © изъ точки О въ точку (5,1,0), то, какъ легко 
видфть изъ (67), къ прежде бывшимъ поступательнымь скоростямъ 
0, Г, И’ еше прибавятея скорости 


Вл — &5, ЕР — В, 45 — Рц, 
которыя, слагаясь съ первыми, должны дать только проложен!я нЪкоторой 
скорости 4’, направленной по оси вращеня, т. е. дать три скорости: 


‚Р ‚ 9 ‚ В 
Чо) Та) Чо 
Слфдовательно, въ такомъ случаЪ должны удовлетворяться уравнен!я: 
ме ОА, 
, ‚ © 
В 


Ф— Р-НИ=А 


длины на другую лин1ю дбудетъ [08 $; но составляюцпя лини { по осямъ коорди- 
натъ будутъ: [е08а, [605 В, [608], которыя со второю линею будутъ двлать оче- 
видно углы а, 0, с; проложешя этихъ составляющихъ на вторую лин!ю будутъ: 
Г ссвасояа, [605 В с086, 16081 08 с; а такъ какъ проложен1е одной лини на дру- 
гую равно сумм проложен!й на туже вторую лин!ю составяяющихъ первой, то 


[е08 $ = [еп5а с03 а -- 1605 8 с08 6 -- 16081 е08С. 
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, 
изъ которыхъ мы и опредфлимь искомыя координаты $, 1, би еко- 
рость 4’. Умножая эти уравненйя соотвЪтетвенно на Р, @, Ви скла- 
дывая, мы получаемъ, помня (70): 


ОР-- То + ИА =АО, 

откуда на основанш (74) и (75) заключаемъ, что 

А'—= А. 
Исключая неизвЪфетное 4’ изъ ур. (177), мы получаемъь два уравне- 
. . т 
щя для опредЪленая трехъ величинъ $, 1, #; слЪфдовательно положе- 
н1е искомой точки остается неопредфленнымъ, чего и слЪдовало ожи- 
дать, ибо, разъ найдя одну точку, въ которую должно перенеети па- 
ралелльно самой себЪ ось О, мы можемъ указать еще на неопредъ- 
ленное число точекъ, лежащихъ по направлению этой оси и удовле- 
творяющихъ требовашямъ задачи. Одну изъ точекъ, черезь которыя 


пройдетъ 06ь О, въ своемь новомь положенш, мы можемь найти 
слЪлующимъ образомъ. Подставляя въ ур. (7Т) величину 


АР ГО В, 


и замфняя соотвЪтетвенно въ кажломъ изъ упомянутыхъ уравненй 
величины Р*?, (0, А? черезъ 
2 2 2 2 2 2 
0— 0— № ФВ Р, 0 — Р*— 0, 


мы представимъ уравненя (77) въ видЪ: 


ва] о[;— о, 


0? 7 (22 
о А 
откуда видимъ, что координаты 
ИИ, И, о, (77)' 


удовлетворяя ур. (77)', принадлежатъ точкЪ, черезъ которую должна 
пройти ось О. 

Если данныя вращеня не производятъ въ результат» никакихъ 
перемфщен!й системы, то изъ (68) и (69) очевидно, что должны удо- 
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влетворяться условя: 


Ур=о0, 52=0, \=0, (78 
2 (02 — ту) =0, У(7л—ра)=0, Х(ру-— 144) =0. 

Если удовлетворяются только первыя три изъ вышенриведенныхъ 
условй (178), то въ результатЪ данныхъ вращен!й будетъ одно только 
поступательное перемфщен!е; если удовлетворяются только послЪдня 
три условя, то данныя вращен!я могутъ быть замфнены однимъ 
только вращенемъ около оси, проходящей черезъ О. Наконецъ, уело- 
в1е существован1я нфкоторой результирующей оси, безъ поетупатель- 
наго по ней движешя, будетъ очевидно по (74): 


воз (2,()=0 или ОР-- Т0-+ ИЕ=0. (79) 


Въ общемъ случаЪ сложешя угловыхъ скоростей, предетавленномъ 
здЪеь. заключаютея конечно воЪ частные случаи, разсмотрфнные въ 
началЪ параграфа. Возьмемъ дая примфра двЪф параллельныя однои- 
менныя оси, на разстояни й другъ отъ друга, со скоростями в, им... 
Плоскость обфихъ осей примемъ за плоскость (.Х; одну изъ 06ей— 
за ось 2—овъ. Тогда очевидно: 


р1=9=0, иИ=и, Ж=у = =0 
р. =49.=0, г,=%,, 4=й, У=4,=0. 
Урр. (68) и (69) будутъ: 
Р=®=о0, Аж то, 


0=0, У=ю, ИМ=0. (ем. 00 
Урр. (174+) и (175) дадутъ: 
с08(0,0)=0, А=0, В=О=ф,, 
велЪдетье чего урр. (77) обращаются въ 
(и о, 1=0, — (+0, 1%, =0, (ем. (60)) 


откуда 7 = 0; т. е. результирующая ось лежитъ въ плоекости ХЯ. 

©ъ помощю формулъ (67) можно легко выразить скорость каж- 
дой точки неизмфняемой системы, зависящую отъ угловыхъь секоро- 
стей этой послфдней. Пусть будутъ даны угловыя скорости системы, 
0, 4, Г, около трехъ взаимно перпендикулярныхъ осей, проходящихъ 
черезъ одну точку. Примемъ эти оси за оси координатъ, и опредт- 
Лимъ скорости вдоль этихъ осей для какой нибудь точки систе- 
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мы, координаты которой суть х, и, 2. Для этого перенесемъ всЪ 
три оси вращен!я параллельно самимъ себЪ въ точку (29,2). Тогда 
къ вращательнымъ скоростямъ системы, около новыхъ осей, мы должны 
прибавить еще поступательныя скорости 


и —= ту — 42, %=рерб—тх, —=95— ру. (80) 


Но сама точка (7%.9,2), которая теперь будетъ лежать ва оси вра- 
щения, очевидно будеть перемфщаться только велъдетв!е постунатель- 
наго движеня системы, и не будетъ слфдовательно имфтъ другихъ 
скоростей, кромЪ (830); а такъ какъ движене системы, выражаемое 
скоростями ел точекъ, одно и тоже, предетавили-ли мы осн вращеня 
на ихъ старомъ мЪъстЪ, безъ поступательныхъ движенй, или—на но- 
вомъ, съ поступательными скоростями, то выраженя (80) должны 
очевидно представлять искомыя скорости точки (1,9,2), зависяиия 
отъ вращенй р, 9, 7, около старыхъ осей. 


$ 14. Ускореня точекъ неизмфняемой системы. 


Такъ какъ точки неизмфняемой системы въ течеми каждаго 
элемента времени движутся вообще поступательно и вмЪетЪ съ твиъ 
по кругамъ, около мгновенныхъ осей, то ускореня каждой точки 
системы будутъ очевидно слагатьея изъ ускореня поступательнаго 
движен1я, общаго вефмъ точкамъ системы, и изъ ускоренй круговыхъ 
движений. Эти послЪдн!я въ свою очередь слагаются каждое изъ двухъ 
взанмно перпендикулярныхъ ускоренй: одного, направленнаго къ цен- 
тру круга, и доугаго—по кругу. 

Если величина угловой скорости системы в измЪнится безконечно 
мало, получивши безконечно малое приращене де, то скорость точки 
по кругу изъ величины 7, ГДЪ 7 есть разетоян!е. точки отъ оси вра- 


щен!я, обратится въ 7 (&- 4®), получая очевидно приращен1е хф». 


_ (О . а® 
СлЪфдовательно, ускорен!е точки по кругу будетъ ср. Отношене т; 


называется угловымъ ускорен!емъ системы около данной осн. 
Очевидно, что приращен!я угловой скорости, а слЪдовательно и угло- 
выя ускореня, слагаются также, какъ угловыя скорости. 


Ускоренте, направленное къ центру, или центростремитель:- 
4:2 


ное, будетъ равно >, ГДЪ © есть скорость точки по кругу; но тактъ 
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какь ® —= Го, то слЪфдовательно центростремительное ускорене вы- 
разится черезъ го’. Итакь, все ускореше д точки (7,9,2), завися- 
щее оть вращательнаго движеня системы, найдется изъ уравчешя 


(ем. (24)): 
и (ао? 


РИ |+, —- 72. (81) 
ЖЗ 


Примъчате. Такъ какъ угловыя ускорен!я слагаются также какъ 
скорости, то проложеня ускоренй на прямоугольныя оси координатъ 
найдутся по формулЪ сложешя (30). Если угловая скорость с, около 
какой нибудь оси, возрастаетъ по величинЪ и направлению на Ас, то 
ед слагающия угловыя скорости р, 4, г получаютъ соотвфтетвенно 
приращеня р, 44, Аг, величина которыхъ выразится ребрами пря- 
моугольнаго параллелепипеда, дтагональ котораго есть Ах. Соотвът- 
ствующя приращеня скоростей по осямъ координатъ: @м, @е, а, 
для какой нибудь точки (2,у,2), найдутся по (80): 

ан =ат.у— 949.2, 4@=ар.2—атг.х, ав =а9.х— ар.у. (82) 


Для 00Ъ части каждаго изъ предыдущихъ уравненй на элементъ 
времени (4, получимъ въ лЪвыхЪ частяхъ ускорешя по оеямъ коор- 
динать для данной точки, а въ правыхъ ихъ выраженя, съ помощию 
слагающихъ угловыхъ ускорени: 


Чи _ а’ 9 @х _ ар Чт аг _ 49 ар (83) 


а ‘а ‘а во‘ та’ фота а’ 
Такь какъ приращения ар, 44. а’ опредъляютея, какъ величины про- 
ложеншй нЪкоторой лини, равной по величинЪ Аз, на оси координатъ, 
то очевидно, ихъ частныя отъ дфлешя на 4, опредълятся такимъ-же 
образомъ; слЪдовательно, обозначая углы направлешя Ас съ осями ко- 
ординатъь черезъ (Ао,2), (Ах), (А,?), будемъ имЪть: 
аа А® 
@ Ш 

Еели мы обозначимъ черезъ 9 разетоян!е точки (х,9,2) отъ оси 
вращен!я, а черезъ (9,5), (9,у), (9.2) углы, которые это разетоян1е 
ДЪлаетъ съ осями координатъ, то проложеня центростремительнаго 
уекореня на эти оси будутъ: 

9%? 05 (9,7), 060? с03(9,/), 062 с08 (9,2), (85) 


причемъ направлене по 0 должно совпадать съ направленемъ раз- 


Ч —= ло е03 (Ав,2). (84) 


р Ав 
—— 208 (А6).2 
е0$ (А6.5), ЕЯ 


АЕ е0$ (А2,1/), 
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ематриваемаго ускорен1я, т.е. идти отъ точки (2,у,2) къ оси. 
7 Пусть ОД (рис. 42) будетъ направлене 
ии, АВ—направаение 9, и о— разетоян!е 
точки 4 отъ начала координатъ, считаемое 
оть О къ 4. Тогда очевидно (смотр. ко- 
нецъ \4), проложене на какую нибудь ось 
координатъ длины ОБ равно сумиуЪ про- 
ложешй на туже ось длинъ 2 и 0. Сл6до- 
довательно для оси 1—овъ, напримЪръ: 


Рис. 42. ОВ со (6,5) == 2608 (2,2) - 9603 (9,5). (86) 
Но изъ треугольника ОВ: ОБ = 2с0$ (2,6), и кромЪ того очевидно: 


8 


) 
— 


0$ (2,2} = 5 ‚ 608 (2,/)= ь ‚ 608(2,2)= 


е0$ (2.62) = ©08 (2.5) е0$ (&,71) -- с0$ (2,9) 08 (&.у) -- с0$ (2,2) ©0$ (6,2) 
р. уа 2 г 

ыы т т 

ГДЪ ]), 4, Г суть составляющия угловыя скорости отъ ©, около осей 
координатъ. Равенство (56) такимъ образомъ обратится въ 
гри. 4 


8 г\ 
2 с05 (62.2) \ Е ри р у 5 
| 


Уй 
и — ‚ —__ 9.605 9,5 $ 
т 5 51 (9,5) 


велЬдетв!е чего изъ (85): 


0. 6? с05 (0.2) = (ра + ау-- т) р — 4, 
и такимъ же образомъ очевидно: 

0. 62? соз (0.9) = (рх- 992 т2)9 — ®°Уу, 

д. 62? с03 (0.2) = (рх-Р ду та) г — в*2. 
Обозначая теперь черезъ /»„, ]у, 4», боставаяющия по осямъ коорди- 
натъ ускореня поступательнаго движен1я точекъ системы, мы полу- 
чимъ, на основан!и (83) и (87), саЪдующя выражен!я для составляю- 


щихъ по осямъ координатъ полнаго ускорения какой нибудь точки 
(х,у,2) неизмняемой системы: 


(87% 


Дт Ч 
ЕМУ; — 2 (фа 4 + #2) р — 5, 

Чт о -< 
лтд; — Форт (2+ 991 72)4 — 69, (88} 


Ч р. 
рат, — уд + (2-Е Чу -- 72)" — виа. 
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Такъ какъ поступательное движене, общее вефмъ точкамъ систе- 
мы, можеть быть вообще криволинейнымъ, то ускорене этого движен1я 
тоже можеть быть представлено, на основанш \ 8, какъ результи- 
рующее двухъ ускореншй: по траэктори и по ея радусу кривизны. 

Очевидно, что форма выражений (80) останется одна и таже, по 
какимъ-бы тремъ взаимно перпендикулярнымь направлемямъ мы ни 
разлагали угловую скорость «› данной оси, лишь-бы эти три напра- 
влешя были приняты за оси координатъ, при опредваенш положен1я 
точекъ системы. Такимъ образомъ, мы можемъ или всегда сохранять 
одно и тоже направлеше осей координатъ, или для каждаго момента 
времени выбирать новое. ПослЪднее имфетъ мЪето, когда мы отмЪ- 
чаемъ положен1е точекъ системы относительно осей координатъ, не- 
измЪнно связанныхъ съ системою и вмЪеть съ нею вращающихся въ 
пространетвЪ. 

Съ помощию извЪетныхъ правилъ аналитической геометр!и легко 
найти проложения ускореня на неподвижныя оси координатъ, зная 
эти проложения для подвижныхъ осей, и наоборотъ. 


$ 15, Опредфлене движеня неизмфняемой системы. 


Мы видЪфли въ & 13, что движен!е точекъ неизмфняемой сиете- 
мы вполнЪ извфетно, если дано движен1е одной какой либо точки си- 
стемы, и кромЪ того, дано положене н$®которой оси, проходящей че- 
резъ упомянутую точку, около которой должна повернуться система 
на опредъленный уголъ, чтобы ея точки пришли въ положення, за- 
нимаемыя ими въ данный моментъ времени. Посмотримъ теперь, ка- 
кими аналитическими выраженями представляются выше упомянутыя 
данныя. 

Положение точекъ системы и его измфненя мы будемъ опредз- 
лять относительно нЪкоторыхъ опредъленныхъ 0сей координатъ. 
Если $, 1, & будуть ординаты той точки системы, черезъ которую 
должна проходить ось вращения, т. е. координаты центра враще- 
н1я, то движен1е этой точки (\ 1) вообще можетъ быть опредЪфлено 
уравненями: 

=, 1=Ь0. &=ЬО. (89) 
Перем$щен!я точки (5,1, #) этими уравненями будуть опред$лены 
волн Ъ. остальныя точки системы, кромЪ этого перемфщеня, будутъ 
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имфть еще другя, обусловливаемыя вращенями около мгновенныхъ 
осей, проходящихъ черезъ точку (5,1,2). Но вее безчисленное мно- 
жество безконечно малыхъ вращен!й, совершенныхъ въ течени ка- 
кого либо времени 2, можетъ быть замфнено однимъ конечнымъ пово- 
ротомъ около нфкоторой оси, проходящей черезъ тотъ-же центръ вра- 
щеня. СлЪдовательно, къ концу любаго промежутка времени Ё т. е. 
для любаго момента времени $, мы можемъ вообразить себЪ нЪкото- 
рую ось вращеня, поворотъ около которой на опредЪленный уголъ $, 
прибавясь къ ноступательному движению (89), приведетъ точки си- 
стемы въ ихъ положення, соотвфтетвующия данному моменту времени, 
и замфнитъ собою всЪ безконечно малыя вращеня, совершенныя си- 
стемою, отъ начала движен!я до даннаго момента времени. Положение 
такой оси съ одной стороны опредЪлено тфмъ, что она должна про- 
ходить черезъ точку (5,1,5); съ другой стороны, опредълене этого 
положен!л окончательно добавляется даннымъ направлешемъ оси, ко- 
торое будетъ извЪетно, когда извЪфстны два каке либо изъ угловъ 
«, В, у, образуемыхъ положительнымь направленемъ оси съ осями 
координатъ ^). Такъ какъ вообще эти углы для разныхъ моментовъ 
времени очевидно будутъ различны, то направлене результирую- 
щей оси, къ концу любаго времени 2, должно быть дано уравнен!ями вида 


«—=Е, (8. В=Е, (0, (90) 


изъ которыхъ, съ помощию соотношеня 


с03? & —- с05? В —- с03? у =1, 
мы можемъ веегда вывести третье уравнен!е вида 
у=230. (30} 


Должно замЪтить, что эта результирующая ось, вообще говоря, 
не будетъ представлять собой ни одной изъ мгновенныхъ осей, какъ 
это очевидно изъ ея опред$леня. Наконецъ уголъ поворота $, около 


*) Три угла а, В, ] для веякаго направлен!я связаны между собою, для пря- 

моугольныхъ осей координатъ, уравненемъ 
с05? я + 05? В + с03*1 =1. 

Дъиствительно, если мы отложимъ по нзшему направлен!ю какую нибудь длину [, 
то проложен1я этой длины на оси координатъ будутъ: [с0за, [с03В, [6951]; а такъ 
какъ [ есть д1агональ прямоуг. параллелепипеда, ребра котораго суть вышеприведен- 
ныя проложен!я, то 


В —Р с05 о + Р с03 В+ Р со3? 1. 
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положительнаго направления данной, для конца времени $, результиру- 
ющей оси, долженъ быть опредзленъ, для конца того-же времени, урав- 
ненемъ 


9—0. (91) 

Шестью уравневшями (89), (90), (91}: 
=, 1=А0, 5=ЬО, 
«=ЕР(и, В=ЕЮ, =, 


движен!е неизмфняемой системы вполн% опредфляется, и, для любаго 
момента времени #, мы можемъ по нимъ опредфлить положеше въ 
‘пространствЪ любой точки системы. 

Вообще, если мы представимъ себф как!я нибудь три оси коор- 
динатъ, неизмЪнно соединенныл ‹Ъ системою, то положене точект 
этой послЪфдней, относительно такихъ координатъ, останется одно и 
тоже во время движеня. самыя-же оси координатъ будутъ двигатьея 
вмъетЪ съ системею. Сл$довательно, положене точекъ системы въ 
пространствЪ, т. е. ихъ положене относительно н%Ъкоторой другой 
неподвижной системы координатъ, опредфлитсея вполнЪ, если мы бу- 
демъ знать положен!е вышеупомянутыхъ подвижныхъ 06ей относи- 
тельно неподвижныхъ. Аналитическая геометря учитъ наеъ, что по- 
ложене одной системы координатъ относительно другой опредъляетея 
шестью данными. Еели одна изъ системъ движется, то упомянутыя 
данныя будуть измЪняться со временемъ, и движене будеть опре- 
дЪълено, если в6Ъ они будутъ выражены, какъ н$которыя функщи вре- 
мени. Такимъ образомъ мы опять прйдемъ къ шести уравнен1ямъ, 
опредЪляющимъ движене неизмЪняемой системы. 


(92) 


@ \4/ 5 
— -- < 
=——— &- #— * 


Если для каждаго момента времени даны: 1) три слагающия ско- 
рости и, 0, №, по осямъ координатъ, поступательнаго движения неиз- 
уЪняемой системы и 2) три угловыя екорости 7, 4, 7 системы около 
осей координатъ, то для каждаго момента времени мы можемъ найти 
скорости, по осямъ координатъ, для любой точки системы, координа- 
ты которой въ этотъ моментъ времени будутъ 5, 9, 2. Упомянутыя 
скорости, %х, %,, 5», очевидно будутъ елагаться, каждая, изъ скоростей 
поступательнаго движен1я, и скоростей, зависящихъ отъ вращеня и 
данныхъ въ выражении (80); т. е.: 


фк = ии, 6—0, = и 
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или по (50): 
их = Ц — гу — 02, 
= -- ре — 74, (93} 
г, =№—9х— ру. 
Въ такомъ вид представятся скорости любой точки (1,1,2) си- 
стемы, къ концу нфкотораго времени $. Зная первоначальное положе- 
не для какой нибудь точки системы, т. е. зная ея первоначальныя 
координаты 2%, у, &,, мы найдемъ ея координаты 2., И, 21, къ кон- 
цу перваго элемента времени (2, слЪдующимъ образомъ: 
21 = -— 9х -= 2 — Ц ЧР- та — 20а, 
И = % - 9. @= У, + 9,91 — 20, — яго, ит. д. 
ГДЪ Ц, 0... о, 9 и т. 1. суть скорости, взятыя для начала дви- 


женя. Воординаты 2,, 9., 2,, къ концу втораго элемента времени, 
опредЪлятся такъ: 


2) = хо И -- Ша - Ут, — ут, — 2.9.91 — 9,919, ит. д. 


тЪ д, 9, 2, должны быть опредълены изъ предылущихъ уравне- 
нй. Произведя такого рода вычисления для безконечно большаго чи- 
села 2 послЪдовательныхъ элементовъ времени, мы получимъ коорди- 
наты разсматриваемой точки системы, для конца людаго конечнаго 
промежутка времени # (равнаго очевидно 12): 


да = ХФ Ь=, - иА-- Хгу4 — Уд, 
ул 5Е\ Уи, =— у, — Х04-- Ург@ — УгхаЕ, (94) 

2, =2, —— №0, =2, + УФА -- Хала} — Уруаф, 
гдЬ знакъ > обозначаетъ, что взята сумма отъ членовъ, видъ кото- 
рыхъ опредфляется выраженемъ, стоящимъ за знакомъь суммы. Такъ, 

УПА = 0.9 -- №. 0... а, 

Хухаф = гда - има - тх.АЕ- : с, и. Т. д. 
Интегральное исчислене даетъ намъ способы находить такого рода 
суммы. Суммы вида Ул отличаются отъ суммъ вида УихаЕ тЪмЪ, 
что въ первой сумм всЪ члены даны, какъ функши времени; во вто- 
рой-же каждый членъ суммы множитея на искомую величину 2, У 


или 2, которая можетъ быть опредфлена суммовашемъ для конца 
предыдущаго момента времени. Слособъ нахожденля такого рода суммъ, 
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въ которыхь каждый членъ суммы множителя на искомую сумму, 
дается въ теории дифференцальныхъ уравненй. 

Точно также легко видЪть, что если даны для каждаго момента 
времени (т. е. какъ функцш времени): 1) ускореня. по осямъ коор- 
динатъ поступательнаго движеня системы, 2) угловыя ускорен!я 
около осей координатъ, 5) начальныя скорости поступательнаго дви- 
женя и 4) начальныя угловыя скорости, то, съ помощю урр. (88), 
можно опредЪлить приращеше скорости для любой точки системы, къ 
концу любаго промежутка времени, и за тфмъ по скоростямъ найти 
координаты этой точки, какъ было показано выше. Рфшен!е такой 
задачи выполняется опять съ помощю сумиованй приращенй ско- 
ростей, для послЪловательныхъ элементовъ времени. При этихъ сум- 
мовашяхъ опять члены суммы будутъ помножаться на искомыя неиз- 
вЪстныя. СлЪдовательно, опредЪлене движен!я неизмЪняемой системы 
по ускоремямъ должно свестись къ рЬшеню дифференцальныхъ 
уравнен!й, о которыхъ было упомянуто выше. 


ГЛАВА П. 


ими 


ОСНОВНЫЯ НАЧАЛА УЧЬНТЯ 0 СИЛЗ (ПРИНЦИПЫ 
ДИНАМИКИ). 


$ 16. Матер!я, масса. 


Бее, что, воздфйствуя на наши чувства, представляется намъ 
занимающимъ пространство, по длинф, ширинф и высотЪ, называется 
матер1ей, т. е. все, что занимаетъ извЪетный объемъ и такъ или 
иначе нами ощущается. | 

Въ какомъ бы разнообраз1и видовъ намъ ни представлялась ма- 
тер!я, мы находимъ въ ней всегда нЪфоколько общихъ качествъ, со- 
вокупность которыхъ опредфляетъ наше о ней понят!е. Одно изъ та- 
кихъ качествъ уже высказывается въ самомъ опредълеми матери, 
какъ чего-то наполняющаго извфетные объемы. Слфдовательно, одно 
изъ общихъ качествъ матери есть протяженность. Другое каче- 
ство матерш, существоваюе котораго очевидно, есть способность 
перем $ щаться, какъ въ цфломъ, такъ и въ частяхъ. СаЪдовательно. 
матер!я, занимающая данный объемъ, можеть переместиться, или в6$- 
ми своими частями однообразно и не мЪняя своего объема, или раз- 
личными своими частями различно, мЪняя форму и величину своего 
объема. Отеюда—поняте о сжимаемости и разширяемости 
материи. 

СлЪдовательно, зам чая изчезновен!е какой нибудь части дан- 
наго количества матери, мы прежде всего предетавляемъ себЪ это 
изчезновен!е, какь перемфщен1е упомянутой части изъ одного мЪета 


— 
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пространства въ другое; при этомъ перемфщенная матеря можеть 
намъ лвиться съ другими качествами, чфмъ тЪ, которыя она имБла до 
перемьщеня. Мы можемъ не знать, куда перемЪститея изчезнувшая изъ 
даннаго мЪста часть матери, т. е. не имфть данныхъ для подобнаго опре- 
дфления, но все таки не можемъ отрицать возможности найти гдъ 
либо въ пространствЪ ушедшую прочь часть матери; елЪдовательно, 
у насъ нётъ основавший заключать о безелфдномъ исчезновении мате- 
рит, какъ слфдетви ея перемфщеня. Отеюда—поняте о неразру- 
шимости материи оея нензмфнномъ количествЪ въ м!Ъ. 
Объемъ, занятый сплошь опрехфленнымь количествомъ матери, 
не можеть въ тоже самое время быть занятъ еще другимъ количе- 
етвомъ матери. Въ противномъ случаЪ, вся матер1я вселенной могла- 
бы быть представлена умьщенной въ объем, меньшемъ всякой дан- 
ной величины. Отеюда-—понят!е о непроницаемости материи. 


Такъ какъь матеря, будучи непроницаема, можетъ однако изм%- 
нять свой объемь въ извЪетныхь предфлахъ, то мы не можемъ се- 
6Ъ представить пространство наполненное такою матерею сплошь, 
безъ промежутковъ. Отеюда-—понят1е о скважноети. 


Промежутки внутри даннаго тЪла, не занятые матерй, могутъ 
быть при случаЪ выполнены матер1ею другаго вида, нежели тотъ, къ 
которому принадлежнтъ разематриваемое то. Наблюдая такого рода 
смфшен1я различныхь видовъ матери (простыя или химическ!я), мы 
замчаемъ, что см5шиваюнияся виды матери могутъ быть найдены 
въ каждой малфйшей частицЪ смЪеи, насколько только наши средетва 
позвозяютъ намъ наблюдать так1я малЪйшия частицы. ВслЪдетв!е этого 
мы приходимъ къ заключен!ю, что матер1альныя тЪфла должны со- 
стоять изъ отдЪльныхЪ матеральныхь частицъ, расположенныхъ на 
нЪкоторыхъ весьма малыхъ разстояняхъ другъ отъ друга. Такя ма- 
тертальныя частицы носятъ назване молекулъ. 


Нашему непосредетвенному наблюдению доступны только группы 
молекуль, образующя матеральныя тфла. Только путемъ умозаклю- 
чешй и предположений мы можемъ, по непосредственнымъ наблюде- 
шямъ надъ группами молекулъ, составлять себЪ понят!е о томъ, что 
происходить съ каждою молекулою въ отдфльности. Въ области Фи- 
зики относятея по преимуществу т лвленя матерлальнаго м!ра, ко- 
торыя могутъ быть объяснены перемфщен!ями молекулъ. безъ изм$- 
неня ихъ внутрепнаго строеня. 
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Количество материт, представляемой даннымъ тЪломъ, называется 
массою этого тфла. За единицу масеы принимается количиство ма- 
тер!и, заключающееся въ одномь грамм $. 


Граммъ есть тысячная доля нЪФкотораго образца, сдъланнаго въ 
концЪ прошлаго столфтя изъ платины и хранящагося въ ПарижЪ. 
Упомянутый образецъ называется килограммъ. Въ свое время ки- 
лограммъ долженъ быль представлять количесто матери, заключаю- 
щееся въ одномъ кубическомъ дециметрЪ воды, при температурЪ 4°С. 
Но познЪйшя измфрен1я показали, что количество матери въ куб. 
дециметрЪ воды есть не 1000 грам., но 1000.015 грам... СаЪдовательно, 
измЪряя массу тфла, мы сравниваемъ ее не съ количествомъ мате- 
ри, заключенной въ опредъленномъ объемЪ воды, но еъ количествомъ 
матер1и опредЪленнаго платиноваго образца или сдфланныхъ съ этого 
образца кошй. Въ техническомъ отношении, послздый способъ срав- 
неня легче и точнЪе, нежели первый. 


Количество матери, заключенной въ единицЪ объема (т. е. куб. 
центим.) даннаго тЪла называется плотностню этого тЪла. Еели из- 
вЪетна масса М тЪла, выраженная въ граммахъ, и его объемъ Г, 
выраженный въ цент.3. то плотность 1) тЪла найдетея, на основанши 
вышеприведеннаго опредфленя, какъ частное массы на объемъ, т. е: 


__ М грам. 
_ У цент.3 ’ 


(1) 


велЪдетв1е чего наименоване, или размЪръ., единицы плотности, опре- 
Длится такъ: 


грам. 
един. плотн. == РА (2) 
ы цент. | 
” | 
Отвлеченное число, представляющее отношен1е -_ плотностей Ги 


р 
двухъ тЪлъ, называется относительною плотност!ю перваго 


тфла относительно втораго. 

Перечисленныя выше свойства матери не указываютъ намъ 
еще на способъ, какъ найти, во сколько разъ масса даннаго тЪла 
больше или меньше массы образца, принятаго за единицу, или вообще 
какъ рфшить вопросъ, равны или не равны массы двухЪ данныхъ 
тфлъ. Пока мы можемъ только сказать, что двойные, тройные и т. д. 
объемы однородной матери заключаютъ въ себЪ также двойныя, 
тройныя и т. д. массы; съ другой стороны, мы знаемъ, что упомяну- 


$ 17 ГЛАВА П. Принципы ДинАМИКИ. 97 


тыя массы будутъ во столько же разъ тяжелЪфе. Отсюда мо- 
жемъ вообще заключить, что чЪмъ больше масса какого нибудь тЪла, 
тЪмъ оно тяжелЪе, хотя точное значене термина «тяжелЪе» узнаемъ 
только впослфдетвш, познакомившись съ дЪйстйемь силъ на. 
массы. 


Тъмъ не менфе перечисленныя выше свойства матери приво- 
дять насъ къ понятию о массЪ, какъ о величинЪ, которая такъ или 
иначе можеть быть измфрена и выражена въ опредъленныхъ едини- 
цахъ. Этого понят!я совершенно достаточно для вывода дальнЪйшихъ 
заключенй о дЪйствяхъ силъ, какъ увидимъ ниже. 


$ 19, Первый законъ Ньютона: опредфлене поняйя 0 силф. 


Данная масса, волЪдетв1е установленнаго нами за нею свойства 
подвижности, можетъ двигаться различными способами, которые мы 
можемъ въ нашемъ представленми разнообразить до безконечности. 
То или другое движен!е не представляется исключительнымъ призна- 
комъ данной массы, а является ея случайнымъ качествомъ, обуслов- 
ливаемымъ посторонними обстоятельствами, независимыми отъ самой 
массы. Поэтому, если одинъ разъ мы наблюдаемъ одно движене нЪ- 
которой массы, а другой разъ-—другое движен!1е той же самой массы, 
то различе этихъ двухъ движен!й объясняемъ себЪ тЪмъ, что внЪш- 
ня услов1я въ томъ и другомъ случаЪ были различны. Эти внфшня 
условя и будуть причиною разлишя двухъ движений. 


Всякое движен1е, въ своихъ элементахъ, есть прямолинейное и 
равномЪрное. СлЪдовательно, одно движен!е отличается отъ другаго 
величиною и направленемъ скоростей. Движен!е массы, на одномъ 
элементЪ ея пути, будетъ отлично отъ ея движеня на другомъ эле- 
ментЪ, когда скорости на обоихъ элементахъ будутъ различны какъ 
по величинЪ, такъ п по направлен!ю, пли: движен1е измЪфнится, если 
скорость измЪфнится по величинЪ и направлен!ю. 


Причина, обусловливающая измЪнен1е величины 
и направлен!я скорости данной массы и независимая 
отъ этой массы, называется силою, приложенною 
къ данной масеф. 
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Вышеприведенное опредфлене силы извЪфетно подъ именемъ 
перваго закона движен!я, который быль формулированъ 
Ньютономъ въ сафдующихъ словахъ: 

Тфло пребываетъ въ состоянти покоя или равно- 
мфрнаго прямолинейнаго движен!1я, если никакая 


сила, къ нему приложенная, не стремится изм нить 
это состоануе. 


Разсматривая измёнене движешя, какъ слфдетв1е дЪйств1я нЪко- 
торой внЪшней причины, мы тЪмъ самымъ утверждаемъ, что масса 
не имфетъ свойства измфнять свое собственное движене. Это отри- 
цательное качество матери, состоящее въ неспособности из- 
мЪнять свое собственное движен!е, носитъ назване инерцуи или 
косности. Поняте объ пнерши очевидно является слЪдетныемъ 
понятя 0 силЪ, и наоборотъ, допустивъ сначала инерщю материи, 
мы должны прийти къ понят!ю о внЪшней причинЪ, нарушающей инер- 
цю. Поэтому на мЪето перваго закона Ньютона мы можемъ поставить 
законъ инерщи, формулированный въ такомъ видЪ: 


Всякое тЪло имфетъ свойство, разъ будучи въ 
поко или въ равном фрномъ прямолинейномъ движе- 
н1и, ВЪЧНО оставаться соотвЪ тетвенно въ томъ или 
другомъ изъ упомянутыхъ состояний *). 

Но такъ какъ, строго говоря, законъ инерщи выражаеть отри- 
цательное свойство матери, то опредзлене силы должно быть скорЪе 
поставлено на первомъ мЪетЪ, а не наоборотъ. ДЪйствительно, опре- 
дЪляя силу, мы утверждаемъ, 

что измЪнен1е движенйя данной массы обусловливается внЪш- 
нею причиною—силою: 
а законъ инерщи высказываеть, 


что матертя сама по себЪ не можетъ измфнять своего движен1я. 


Итакъ, представлене о силЪ, какъ о причин измЪненя движе- 
шя, находящейся внЪ массы, влечетъь за собою представлен:е объ 
инерции, какъ объ отсутств!и этой причины внутри массы. 


Такъ какъ движене можеть измЪфняться или черезъ конечные 
промежутки времени, или непрерывно, то и дЪйетв1е силы можеть 


*) Законъ инерщи былъ установленъ равьше Ньктона Галилеемъ. 
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быть или мгновеннымъ и прерывнымъ, или непрерывнымъ. Дъйстви- 
тельно, если тъло, пребывавшее сперва въ покоЪ, потомъ стало двигать- 
ся равномЪрно, то это значитъ, что на него подЪйствовала нЪкоторая 
сила, измфнившая покой на движен!е. Но пока это тЪло движется 
далфе равномфрно п прямолинейно, на него не дЪйствуетъ никакая 
сила. Если тфло черезь н$фкоторый промежутокъ времени измЪнитъь 
свою скорость, то это Эудеть обусловлено новымъ дЪйствемъ какой 
нибудь силы, которая, разъ измфнивъ движене, не продолжаетъ дЪй- 
ствовать на тЪло, если оно пойдетъ дальше равномфрно и прямо- 
линейно. Если скорость тЪла измЪняетсея непрерывно, т. е. черезъ 
промежутки времени, которые могутъ быть представлены меньше 
всякой данной величины, то и силы дЪйствуютъ непрерывно или, 
что все равно, ихъ дЬйств1е повторяется черезъ безконечно малые 
промежутки времени. 


& 15, Второй законъ Ньютона: опредфленше величины силы. 


Такъ какъ ДЪЬЙств1е силы состоить въ измфнеми скорости 
массы, то оно будетъ различно, если у различныхъ массъ будутъ 
различнымъ образомъ измфняться скорости. СлЪдовательно, на осно- 
вании опредфлен1я силы, мы должны отличать разныя силы другъ отъ 
друга по стольку, по скольку различны массы, на которыя он 
ДЪйствуютъ, и по скольку различны измфненмя скоростей, обусловли- 
ваемыя этими силами. 


Раземотримъ сперва, по скольку различаются между собою силы 
велЪфдетв1е различныхъ измЪненй скоростей. 


Важдую скорость АБ (рис. 45) мы можемъ разематривать, какъ 
результирующую нЪФкоторыхъ другихъ двухъ скоростей, положимъ, 
6 АСи СБ. Измъненме скорости АБ въ скорость 
АП, мы разсматриваемъ, какъ результатъ при- 
бавленя (геометрическаго) къ скорости АБ 
нЪкоторой новой скорости 80. Внфшнюю при- 
чину описаннаго измфнен1я, мы называемъ силою. 
Но результатъ дЪфйств!я упомянутой силы, т. е. 
измфнене 4Б въ 4.0, мы можемъ себЪ предета- 
вить, какъ измВнен!е одной изъ слагающихъ отъ 4Б, положимъ СВ,: : 


Рис. 
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въ СО, отъ приложешя скорости 2.0). Такимъ образомь одна и та же 
сила можетъ быть одновременно разсматриваема, какъ причина, изм%- 
няющая на одну и ту же величину 5.0 двЪ различныя скорости, АБ 
илн СЁ, одной и той же движущейся массы. СлЪдовательно, дЪъйст- 
в1е силы не завиеитъ отъ величины той скорости, 
которая этою силою измЪняется, а поэтому —и отъ 
дъйетвтя другой силы. 

Предетавииъ себЪ, что на нъкоторую массу дЪйствуетъ непре- 
рывно нЪфкоторая сила; тогда скорость движен1я должна непрерывно 
измфнятьея, возрастая или убывая. Пусть сила ДЪйетвуетъ на упо- 
мянутую массу непрерывно, въ течеши нЪкотораго опредфленнаго 
промежутка времени, при чемъ первоначальная скорость массы полу- 
чаетъ нЪкоторое опредъленное приращен1е; если таже сила будетъ 
дЪПетвовать на туже массу въ теченши слЪдующаго. промежутка вре- 
мени, равнаго первому, то она, оставаясь сама себЪ равною, сообщить 
массеЪ точно такое же приращене скорости, какъ прежде, независимо 
отъ той скорости, которую эта масса уже пруобрЪфла. Тоже самое 
заключене сдЪлаемъ для слЪдующаго равнаго промежутка времени, 
ит. д.. ОлБдовательно, еели сила одной и той же величины непре- 
рывно дЪйствуетъ на одну и ту-же массу, то эта поелфдняя полу- 
часть въ равные, и произвольной величины, промежутки времени, 
равныя приращен1я скорости; т. е. подъ дЪйств1емъ ностоян- 
ной силы, масса движется съ постояннымъ, по вели- 
чинЪ и направлен!ю, ускорен!емъ. Если направления уско- 
решя и первоначальной скорости при этомь еовпадаютъ, то движене 
массы будеть прямолинейное, равномфрно ускоренное; если упомяну- 
тыя направленя не идутъ по одной и той же прямой, то движен!е 
будеть параболическое (см. \ 9). Такъ какъ ускореше веякаго дви- 
жешя можеть быть разсматриваемо. какъ постоянное, въ теченш 
каждаго безконечно малаго промежутка времени, то и всякая пере- 
мънная сила можеть быть разсматриваема какъ постоянная, въ тече- 
ни элемента времени. 

Назовемъ черезъь [ величину силы, которая, дЪйетвуя непре- 
рывно на нЪкоторую массу, сообщаетъ ей, въ опредЪленный безконечно 
малый промежутокъ времени (, приращене скорости Ао по онредЪ- 
ленному направленю. Такъ какъ величина { не завиеитъ отъ самой 
измфняемой скорости, то она не зависить и отъ того, будетъ ли 
‘измъняемая скорость одна изъ слагающихь нЪкоторой результирую- 
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щей скорости, или еамая результирующая. Итакъ, сила { измфняетъ 
скорость массы на Ау, или все равно, она изм$няетъ одну изъ сла- 
гающихъ этой скорости тоже на Ао. Чтобы измЪнить на Ао, въ то-же 
время и въ томъ же направлен, другую изъ слагающихъ данной 
скорости, потребна точно такая же сила Г, дЬйствующая на туже 
массу. СлЪдовательно, чтобы измфнить заразъ на Ао каждую изъ п 
слагающихъ скоростей, на которыя мы можемъ разложить данную 
первоначальную скорость массы, нужно чтобы на эту массу ДЪйство- 
вали по одному и тому же направленю, въ течени одного и того же 
времени (1, * одинаковыхъ силъ, каждая равная Ё, т. е. другими еао- 
вами, одна сила равная ®.Ё. Но если каждая изъ и слагающихъ 
скоростей измЪфнится на Ао, по одному и тому же направлен1ю. то 
результирующая измфнитея на иАо, по тому же направлен!ю. СлЪло- 
вательно, въ Я разъ большая постоянная сила обуеловливаетъ въ # 
разъ большее приращене скорости, въ одно и тоже время. Поэтому, 
если сила [ обусловливаеть приращене скорости Ао, а сила {', дЪй- 
ствуя на ту же массу, въ течени того же времени , обуесловли- 
ваеть приращение скорости А’, то 
ГР =А: А. (3) 
Но такъ какъ [$ Т, (14)]: 
А0 — 94%, А9' —= 9'4%, 
г ди’ суть ускорешя, то 
Г: Г=9:9; (4) 

т.е. силы, дйствующия на равныя массы. относятся, 
какъ ускорения, ими обусловливаемыя. 

Разсмотримъ теперь, по скольку различаются силы, ДЪйствую- 
щ1я на различныя массы. | 

На основани перваго закона Ньютона, всякая масса, скорость 
которой измЪняется, должна быть разсматриваема, какъ находящаяся 
подъ дЪйств1емъ силы. Если нфкоторая масса измфняетъ свою ско- 
рость, то и каждая часть ед тоже измфняеть свою скорость; если 
каждая изъ Я равныхъ частей данной массы получаетъ одинаковыя 
ускорен1я, то силы, дЪйствующия на эти части, равны между собою. 


Всея масса при этомъ получаетъ тоже самое ускорене, какъ и каждая 
ея и®—лая часть. Такимъ образомъ, описывая одно и тоже дЪйетв 


силы, мы можемъ говорить или: 7 одинаковыхъ силъ дЪйствують ‹ 


ы 
э® 


„2 
а 
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на 7 частей массы, т.е. на вею массу, или: на туже массу дЪйствуетъ 
нЪкоторая одна сила; слЪдовательно каждая изъ упомянутыхъ 72 силъ 
должна составлять #—ную часть той силы, которая дЪйствуетъ на 
всЪ 7 частей массы; т. е., при одномъ и томъ же ускоренш, на массу 
ВЪ Я разъ меньшую, должна дЪиетвовать въ й разъ меньшая сила, 
и наоборотъ. Если слЪдовательно Ги {' суть величины силъ, с00б- 
щающихъ соотвЪтетвенно массамъь тж и т’ одинак:я ускорешя, то 


ГР =т:т; (5) 

т. е. при одинаковыхъ ускорентяхъ, силы пропорц!о- 
нальны массамъ. | 

Сравнимъ теперь двЪ силы: одну [, сообщающую маесЪ 2 уско- 

реше 9, и другую /', сообщающую массе му’ ускореве 9’. Предета- 


вимъ себЪ нЪкоторую третью силу Ё", которая сообщаетъ масеЪ т 
ускорене д’. Тогда имЪемъ, на основаши (4): 


Г_9 
Г" 0' ) 
а на основан (5): 
Е" т, 
Ат 
Перемножая оба послЪдвня равенства, находимъ: 
Г __Т9. (6) 
Ги 
Г тд 


т. е. силы, сообщающутя различнымъ массамъ разлдич- 
ныя ускорен1я, относятся между собою, какъ произ- 
веден1я изъ соотвф тотвующихъ массъ и ускоренй. 


Еели сила № сообщаетъ единиц массы единицу ускореня, 
то полагая въ (6): 


цент. 
сек.? 


3 


и —= 1 грам., 9'=1 
получаемъ: 


т. | (7) 


Еели силу /'’ примемъ за единицу, т. е. положимъ, что еди- 
‚ница силы сообщаетъ единиц массы ускорен\е едн- 
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ницу, то величина всякой другой силы, сравнительно съ установ- 
ленной такимъ образомъ единицей, будетъ 


Г= 79 ; (8) 
т. е. въ такомъ случа величина силы изм ряется произ- 


веден1емъ изъ массы, на которую она дЪйствуетъ, и 
ускорен1я, которое она этой маесЪ сообщаетъ. 


Единица силы, опредъленная вышеупомянутымъ образомъ, назы- 
вается динамою или диною. Наименован!е дины на основанти (8) 
слЪдующимъ образомъ выражается черезъ основныя наименования 
длины, времени и массы: 


грам. цент. 


Дина — 5 
сек. 


(9) 
Вышеприведенное выражене (8), опредъляющее величину силы, 
представляетъ второй законъ движен!я, формулированный Ньюто- 
номъ въ елфдующихъ словахъ: Изм нен1е движен1я пропор- 
ц1онально приложенной сил и происходить въ на- 
правлен!и силы. При этомъ подъ величиною измфнен!я движен!я 
должно очевидно разум$ть произведене изъ массы и ускорения. 


Тоже самое представлене о величин измЪненя движешя мы 
можемъ составить себЪ еще другимъ образомъ. Если нЪкоторая по- 
стоянная сила] дЪйствуеть непрерывно на массу 7и, въ течеше про- 
межутка времени #, то результатомъ такого дЪйствая будетъ изм%- 
нен!е первоначальной скорости ®, въ нЪкоторую другую ©, при чемъ 
очевидно 

9= р , 
и слЪдовательно 
__ 10 — ТТ 


=—— (10) 


Произведене изъ массы и скорости называется количествомъ 
движения, и отъ дЪйствя силы оно очевидно измЪняется. Чиели- 
тель дроби, въ правой части равенства (10), очевидно представляетъ 
приращен!е (вообще геометрическое) количества движен!я, въ течени 
промежутка времени #; самая же дробь представляетъь приращен!е 
количества движен!я въ единицу времени или, по вы- 
раженю Ньютона, изм Ъ нен1е движен!я. 
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На основан!и (10) мы можемъ написать: 
ГЕ— то — "т, (11} 


откуда видимъ, что одно и тоже приращенйе количества движен1я 
можетъ быть вообще обусловлено различными силами, которыя ДЪЙ- 
ствуютъ въ течене различныхъ промежутковъ времени, но такъ, 
что произведене изъ силы и промежутка времени остается одно 
и тоже. Упомянутое произведене {{ называется импульсомъ 
или толчкомъ. Слфдовательно, величина импульса измз- 
ряетея приращен1емъ количества движентя. Увеличи- 
вая одновременно силу / въ я разъ и уменьшая во столько же разъ 


{ 
время ея ДЪйств!я, мы не изм$нимъ величины импульса пр. =) а 


слЪдовательно не измЪнимъ и обусловливаемаго имъ приращеня ко- 
личества движен!я. Если 7% будетъ безконечно велико, то мы полу- 
чимъ въ результатЪь дЪйств!е нЪкоторой безконечно большой силы, 
продолжающееся безконечно малое время. Импульсъ, соотвЪтетвующй 
этому дЪйствию, будетъ обусловливать мгновенное приращен1е коли- 
чества движеня на нфкоторую замфтную величину. СлЬдовательно, 
только безконечно большия мгновенныя силы могутъ производить ко- 
нечныя измфнен1я количества движен!я. Очевидно также, что одно и 
тоже конечное измЪнен!е движен1я можетъ быть произведено или 
безконечно большою мгновенною силою. или конечною силою, дЪй- 
ствующею въ течен!и конечнаго промежутка времени. 

При непрерывномъ перем нномъ движен!и скорость измВняется 
отъ одного элемента пути къ другому, по величин и направлению: 
соотвЪтетвенно измфняется также и количество движешя 7%, и 
тоже-—-по величинЪ и направлен!ю. Важдое приращение этого количе- 
ства, которое мы обозначимъ черезъ А (т.9), обусловливается импуль- 
сомъ (толчкомъ), сообщаемымъ движущейся масоЪ въ направлен 
упомянутаго приращен1я. Если Г будетъ сила, дЪйствующая на массу 
т, и {-— время, въ теченти котораго проходитея элементъ пути, то. 


7Ч=А(то). (12) 


Вакъ и прежде, величина импульса не измфнится, если сила будетъ 
увеличена въ 7 разъ, а время ея ДЪйств!я во столько же разъ умень- 
шено, ибо мы будемъ имЪфть тогда 


НГ." Ат). | (12)! 
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Если ® сдфлаемъ больше веякой данной величины, то получимъ дЪй- 
ств1е безконечно большой силы и{, продолжающееся такое время, 
которое безконечно мало въ сравнен!и съ выбраннымъ уже безконечно 
малымъ промежуткомъ (4; т. е. дЪйстве силы будеть мгновенное 
даже по отношеню къ элементу времени 4, и будетъ продолжаться 
только въ течениг безконечно малой части этого элемента. Такимъ 
образомъ мы видимъ, что элементарное приращен!е количества дви- 
женя, также какъ и конечное, можетъ быть разсматриваемо, или 
какъ результатъ непрерывнаго дЪйств1я конечной силы {, въ течени 
безконечно малаго промежутка времени (#, или какъ результатъ дЪй- 
ствя безконечно большой силы иЁ, въ течени еще безконечно мень- 


(И 
шаго промежутка времени п’ Въ первомъ предположенн, скорость 


измЪняетсея непрерывно въ течени времени 0, съ постояннымъ уско- 
решемъ, и движен!е по элементу есть параболическое. Во второмъ случаъ 
скорость изм$няется безконечно малыми скачками, и сила дЪйствуетъ на 
массу только мгновенно въ началЪ каждаго промежутка времени 4; по- 
этому движене по элементу будетъ тогда прямолинейное и равномЪрное. 
Но оба вышеприведенныя представлен!я о дъйств!и силы на элементахъ 
пути не отличаются другъ отъ друга существенно, ибо одно изъ нихъ 
всегда сводится къ другому. ДЪйствительно, каждый изъ безконечно 
малыхъ параболическихъ отрЪзковъ, предетавляющ!йся намъ элемен- 
томъ данной траэкторш, мы можемъ снова разбить на безконечно 
ббльшее число еще боле мелкихъь элементовъ (безконечно малыхъ 
втораго или высшаго порядка), которые будутъ прямолинейные, на 
которыхъ движеня будутъ равномЪрны, и скорости будуть мЪняться 
безконечно малыми скачками *), велфдетые ряда дЪйств мгновен- 
ныхъ силъ, при началЪ каждаго изъ новыхъ элементовь. Такимъ 
образомъ мы приходимъ опять къ тому же заключению, которое было 
одълано въ предъидущей главЪ: именно, что веякое движен!е, въ 
своихъ элементахъ, можетъ быть разематриваемо, какъ пронсходящее 
по безконечно малымъ отрфзкамъ какихъ угодно кривыхъ линШ; это 
заключен1е вполнЪ аналогично съ геометрическимъ представленемъ 
о кривой, какъ о ломанной, составленной изъ безконечно малыхъ 


*) Скачки эти будутъ безконечно малы въ сравнени со скачкомъ Ду. Если 
элементъ разбитъ на безконечно большое число п новыхъ элементовъ, то величина 


Ду 
каждаго екачка будетъ — . 
п 
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элементовъ другихъ Еривыхъ, Изъ которыхъ каждая соприкасается 
съ данною кривою по одному изъ этихъ элементовъ. 


$ 19, Сложене силъ. Матергальная частица и точка. 


Такъ какъ дЪйств1е силы на массу состоитъ въ сообщени этой 
послЪдней нФкотораго ускореня, то слЪфдовательно направлене дЪй- 
ств1я силы, т. е. самой силы, Должно опредЪляться направленемъ 
ускореня ею сообщаемаго. 


Если тЪлу сообщаютея нЪеколько ускоренй по различнымъ на- 
правлен1ямъ, то это обстоятельство обозначаетъ, что на тфло дЪй- 
ствуютъ различныя силы по различнымъ направленямъ, и на 06о- 
ротъ—дЪйств1е разныхъ силъ на одну и туже массу обусловливаетъ 
совифетное существован!е различныхъ ускоренй; т. е. скорости т$ла 
по различнымъ направленямъ испытываютъ различныя измфнения. 
НъЪсколько совмЪетныхъ ускоремй могутъ быть, по & 6, замфнены 
однимъ результирующимъ, равнымъ геометрической суммЪ составляю- 
щихъ. Существоване такого результирующаго ускоремя обусловли- 
ваетъ силу, ДЪйствующую въ его направлени. СлЪдовательно, сов- 
мфотное дЪйств!е нЪеколькихъ силъ на данную массу даетъ такой 
же результатъ, какъ дЪйств1е н$Ъкоторой одной, которая и называется 
поэтому равнодЪЯствующею или результирующею. На- 
правлен1е равнодЪйствующей совпадаетъ съ направленемъ результи- 
рующаго ускорен1я, а величина ея равна (по П закон.) произведению 
изъ упомянутаго ускореюмя и массы даннаго тъла. 


Графически всякая сила можеть быть представлена прямою ли- 
нею, длина которой заключаетъь въ себЪ столько единицъ длины, 
сколько изображаемая сила—динъ, и направлен!е которой совпадаетъ 
съ направленемъ силы. МЪетомъ приложен!я силы будетъ та точка 
объема массы, которая измфняетъ свою скорость, или должна ее 
измфнять въ направаени приложенной силы. Если мы разсматриваемъ 
движен!е различныхъ частей даннаго тфла, то должны представлять 
себ силы приложенными къ каждой изъ такихъ частей, которыя должны 
вообразить на сколько возможно малыми. Такъ какъ ДЪйств1е одной 
И той же силы, одинаковое для всЪхъ частей данной массы, не за- 
виситъ отъ формы и величины объема этой послЪ дней, то изслЪдуя дан- 
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ную силу, мы можемъ всегда представлять себЪф, что масса, на кото- 
рую она дЪйствуетъ, сосредоточена въ безконечно маломъ объем%. 
При этомъ мы слЪфдовательно предполагаемъ, что если бы вея масса, 
заключенная въ безконечно маломъ объемЪ, была распредЪлена одно- 
родно въ какомъ либо конечномъ объемЪ, то подъ дЪйетнемъ той 
же самой силы она будетъ двигаться веЪфми своими частями такъ-же. 
какъ прежде. Такимъ образомъ мы приходимъ къ предетавленю о 
матер!альной частиц %, какъ о массЪ (конечной или безконечно 
малой величины), сосредоточенной въ безконечно маломъ объем®. 
Всякую данную массу мы можемъ представлять себЪ поэтому, какъ 
собране матеральныхь частицъ. Однако не должно смфшивать пред- 
ставлен1я о матеральной частицЪ съ предетавленемъ о точкЪ. Вакъ 
бы мала ни была частица, она всегда занимаеть нЪФкоторый объемъ, 
который никогда не можетъ быть представленъ точкою, ибо понят!я 
объ объемЪ и точкЪ суть совершенно разнородныя. Вакъ поверх- 
ность не можеть обратиться въ линшю, лия во время, время 
въ массу, такъ и объемъ не превратится въ точку, а останется 
всегда объемомъ, какъ-бы мы его ни уменьшали въ нашемъ пред- 
ставлении. 

Бообразимь нЪфкоторую геометрическую точку, принадлежащую 
объему, занимаемому данною массою. Эта точка должна перемфщаться 
и получать ускорен1я вмфетЪ съ массою. Такъ какъ, при одной и той 
же силЪ, ускорене данной массы очевидно не зависитъ отъ величины 
и формы ея объема, то и ускоремя вышеупомянутой точки будутъ 
обусловливаться только величиною силы, дЪйствующей на данную 
массу и величиною массы, каковы бы ни были величина и форма 
объема этой послЪдней. Такимъ образомь мы можемъ представить 
себф геометрическую точку, движен!е которой, при данной 
силЪ, обусловливается массою, наполняющею тотъ объемъ, куда 
принадлежитъ упомянутая точка. Такого рода точка называется ма- 
тер1альною точкою. Мы не можемъ, слЪдовательно, говорить 
0 матери сосредоточенной въ данной матер1альной точкЪ, ибо матер1я 
должна занимать всегда н%который объемъ; но мы можемъ говорить 
0 массЪ данной матерлальной точки, какъ о массЪ, связанной съ 
этою посл днею и наполняющей объемъ, къ которому принадлежитъ 
Данная точка. Очевидно, что поняття о матер:альной частиц 
и матертальной точкЪ существенно другь отъ друга разнятся. 
Частица можеть имфть опредЪленную форму и опредфленную плот- 
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ность; матер1альная точка связана только съ опредфленною массою, 
форма и плотность которой могутъ быть представляемы произвольно. 


Изъ предъидущаго заключаемъ, что матер!альная точка можеть 
представлять массу, какой угодно величины и какого угодно объема, 
лишь-бы при этомъ движешя ея отдЪльныхъ частей не отличались 
другь отъ друга. Если движен!я различныхъ частей даннаго тЪла 
различны, то мы можемъ представить себЪ% это послЪднее, какъ совокуп- 
ность нЪеколькихъ маессъ, движен|я частей которыхъ одинаковы. Дви- 
жене каждой изъ такихъ массъ мы можемъ замфнить движешемъ нЪко- 
торой матемальной точки, и всякое тЪло, такимъ образомъ, разсматри- 
вать, какъ совокупность матер1альныхъ точекъ. Части тЪфла, движеня 
которыхъ разематриваются, какъ движен1я матерлальныхъ точекъ, мо- 
гутъ быть или конечны, или безконечно малы; въ послЪднемъ случаЪ 
матеральная точка будетъ представлять матертальную частицу, т. е. 
будетъ связана съ ея массою. Но въ нЪкоторыхъ случаяхъ прихо- 
дится разсматривать и самую матеральную частицу, какъ совокуп- 
ность различныхъ матерлальныхъ точекъ: именно тогда, когда различ- 
ныя части этой частицы имЪютъ различныя движеня. 


Итакъ, мы можемъ графически представлять силу, по величинь 
и направлению лин!ей, а объектъ дЪйств1я силы —геометрическою точ- 
кою, которую должны воображать связанною съ нЪкоторой массою. 


Предетавимъ себЪ (рис. 44) двЪ силы АБи АС, приложенныя 
къ точкЪ Ч. Если т будетъ величина массы, евязанной съ этою 
А [ В точкою. то длины 6 и Ас, отложенныя 
на силахъ и въ т разъ меньшия длины 
ЯБи АС, будутъ представлять соотвЪт- 
ственно ускоревшя отъ обЪихъ данныхъ силъ. 
Геометрическая сумма линий Аби с, пред- 
ставляемая лиюшей 4, даетъ намъ вели- 
чину и направлен!е результирующаго ускореня. Наконецъ, удлиннивъ 
линио 44 въ т разъ, мы получимъ 4.09, которая должна представить 
равнодЪйствующую двухъ данныхъ силъ. Но такъ какъ 
АВ АС АБ 
А Ас Аа 


Рис. 44. 


то АВи 46, АС и Ас взаимно параллельны, и сл$довательно 4.0, 
будучи дагональю параллелограмма, построеннаго на АБ и АС, пред- 
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ставитъ геометрическую сумму этихъ двухъ лин. Итакъ, равнод» й- 
ствующая двухъ силъ, приложенныхъ къ одной итой- 
же точк Ъ, представляется, по величин $ п направлен! ю, 
д1агональю параллелограмма, построеннаго на упомя- 
нутыхъ силахъ, какъ на сторонахъ. СлЪдовательно вообще: 
равнод $ йствующая н5сколькихъ силъ, приложенныхъ 
къ одной точк Ъ, есть геометрическая сумма во Ъхъ сла- 
гающихъ °). 

Если равнодъйствующая воЪхъ силъ, приложенныхъ къ данной 
матертальной точкЪ, будетъ нуль, то так1я силы называются взаимно 
уравнов $ шивающимися. СлЪдовательно, взаимно уравновфши- 
вающ1яся силы не производятъ всЪ вмЪетЪ никакого измЪнен1я дви- 
жен1я или покоя матерлальной точки. Если на массу, находящуюся 
подъ дЪйстнемъ взаимно уравновЪшивающихся силъ, подЪйствуетъ 
новая сила, то дЪйств!е этой послЪфдней будетъ таково, какъ будто 
упомянутыя прежде силы вовсе не существовали. 

Очевидно также, что импульсы силы, измфряясь произведе- 
нНемъ изъ массы и сообщенной импульсомъ прибавочной скорости, сла- 
гаются геометрически также, какъ скорости, ускорешя и силы; т. е. 
если АБи АС (рис. 44) представляютъ, по величинЪ и направлен!ю, 
два импульса, то 41) предетавить результирующий импульсъ. 

Н»которые авторы дЪлаютъ разлише между понят1ями, лежа- 
щими въ основан!и сложен1я скоростей и ускорешй, съ одной сто- 
роны,—и сложения импульсовъ и силъ, съ другой стороны. Сложене 
скоростей и ускоренй основано на свойствахъ проэктируемой лини 
и ея проэкц!й; правило сложеня есть слЪдетв1е опредфлен1я слага- 
ющихъ. Сложен1е-же силъ и импульсовъ требуетъ, по мифн!ю иныхъ, 
еще доказательства слЪдующаго положения: если двЪ как!я-либо при- 
чины, ДЪйствуя порознь, обусловливаютъ извЪфетныя приращеня ско- 
рости или ускореня, то тЪже причины, дЪйетвуя совмЪетно, обусло- 
вятъ результирующия скорости или ускореня, т. е. геометрическую 
сумму тЪхъ или другихъ. Это положене также можеть быть при- 
нято, какъ акс1ома или какъ опытный законъ. Но ДЪло въ томъ, 
что вышеприведенное положение, строго говоря, не предетавляетъ 
60б0ю ни акоомы, ни опытнаго закона, но есть непосредствен- 


“) Это положене само собою явно слвдуетъ изъ того, что сила предета- 
влястея по величин и направлен!ю прямою (см. $ 4). 


110 ГЛАВА П. Принципы Динлмики. $ 20 


ное слЪдетв1е опредфлентя силы и импульса. ДЪйетвн- 
тельно, такъ какъ сила или импульсъ опредфляются, отвлекаясь отъ. 
массы, только ускорешемъ илн приращенемъ скорости, то дЪйствие 
двухъ силъ или импульсовъ можно назвать тогда только совмЪет- 
нымъ, когда въ результатЪ получается геометрическая сумма уско- 
рей или импульсовъ. Въ противномъ случаЪ, т. е. когда въ ре- 
зультатЪ предполагаемаго нами совмЪетнаго дЪйств1я двухъ силъ или 
двухъ импульсовъ не получаются результирующия ускорешя и скоро- 
сти, мы говоримъ, что къ дЪйств1ю данныхъ силъ прибавляется дЪйств1е 
новыхъ, и притомь такъ, что ускоренйя этихъ послфднихъ, сложен- 
ныя геометрически съ ускорен1ями данныхъ силъ, давали-бы резуль- 
тирующее ускорене. Другими словами, исходя изъ принципа неза- 
висимости ДЪйств!я силъ другъь отъ друга и отъ начальныхъ скоро- 
стей (см. начало $ 18), мы приходимъ къ опредфлешю понят}я о 
совмфетномъ дЪйстви двухъ спаъ или импульсовъ, какъ о дЪйстви ихъ 
геометрической суммы. 


$ 20. Третй законъ Ньютона: источникъ силы. 


При вофхъ физическихъ явлен1яхъ, наблюдаемое измфнен1е дви- 
жен1я одного какого нибудь тЪла, а слфдовательно и существоване 
нЪкоторой силы, ДЪйствующей на это тЪло, обусловливаетея присут- 
стнемъ другаго матерлальнаго тфла, которое поэтому и разематри- 
вается, какъ источникъ силы, дЪйствующей на первое тЪло. На этомъ 
основани мы, предполагая существоване силы, какъ внфшней при- 
чины измфнен1я движен1я массы, не ищемъ эту причину внЪ доступ- 
наго наблюденю матерлальнаго мра. Если на тЪло дЪйствуетъ сила, 
то мы не можемъ допустить, что она является изъ невЪдомаго, не- 
причастнаго матери источника, ибо такое допущене ничего намъ не 
объясняло-бы. Напротивъ, мы преднолагаемъ, что существован1е силы 
обусловливается такими явлевнями (помимо ея дЪйствя). которыя 
могутъ быть нами наблюдаемы, или, согласно съ наблюдевнями пред- 
ставляемы. Другими словами, измЪнен1е движен!я одного тЪла мы свя- 
зываемъ съ другими доступными наблюден!ю аналогичными явленями, 
не выходящими однако изъ круга представле й 0 массЪ и движеши, 
наприм$рь—съ движеншемъ другаго тфла относительно перваго. 
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Вообразивъ единственную матеральную точку среди безтранич- 
наго пространства, мы не можемъ себЪ представить какую либо силу, 
ДЪйствующую на нее, ибо не можемъ представить и понять движе- 
я этой точки, а слЪдовательно и измфнен1я его, не имфя дру- 
гихъ точекъ, которыя позволили-бы намъ отмфтить различныя поло- 
женя первой. 

Чтобы понять движен!е одной матер1альной точки, намъ необ- 
ходимо представить себЪ по крайней мЪрЪ еще другую матерлальную 
точку, относительно которой движен1е первой могло-бы существовать. 
Вообразивъ только двЪ матеральныя точки въ пространствЪ, мы мо- 
жемъ отмфтить, а слфдовательно и представить 6ебЪ ихъ движен!е 
только по стольку, по скольку измфняется ихъ взаимное разстоян1е 
(см. $ 5). Слфдовательно, въ данномъ случаЪ можетъ быть понятна 
только сила, дЪйствующая на какую либо изъ двухъ точекъ, въ ту 
или другую сторону по лини ихъ взаимнаго разстоян1я. Итакъ, если 
мы имфемъ двЪ точки 4 и В, и говоримъ, что на точку 4 ДЬЙ- 
ствуетъ нЪкоторая сила, то это утверждене не можеть имЪть дру- 
гаго смысла, кромЪ допущен!я нЪкотораго ускорения точки „4 въ ка- 
кую нибудь сторону, вдоль по лиши АВ. Такъ какъ мы не можемъ 
допустить и понять эту силу безъ присутетв1я точки Б, то и отно- 
симъ ея источникъ къ этой точкЪ, говоря, что точка В дъйствуетъ 
на точку 4. Но съ другой стороны, если 4 получаетъ ускорен!е 
относительно Б, то и В, мЪняя свое положен!е относительно 4, 
должна получать соотвфтетвующее ускорен!е. Отсюда вытекаетъ не- 
обходимость допущен1я, что точка А въ свою очередь дЪйствуетъ на 
точку Б. СлЪдовательно, представлен!е о силф, дЪйствующей на 4 и 
зависящей отъ ВБ, влечетъ за собою предетавлене о другой силЪ, 
дъйствующей на Б и зависящей отъ А. Тавя двЪ силы называются 
взаимными, и только такля силы мы можемъ представить ДЪИ- 
ствующими на двЪ точки, находяцияся въ пространствЪ безъ присут- 
ств1я другихъ матеральныхъ точекъ. 

Представимъ теперь себЪ, что система, состоящая изъ двухъ мате- 
р1альныхъ точекъ, сдЪлалась неизм нно ю, т. е. сдЪлалось невозмож- 
НЫмЪ измЪнен!е взаимнаго разстоян1я этихъ точекъ. Въ такомъ случаЪ 
условтя существован!я взаимныхъ силъ останутея, ибо будутъ существо- 
вать 00% точки 4 и ВБ; но услов1я проявления дЪйств1я обЪихъ силъ 
уничтожатся, ибо разстояне между Ди В останется неизм$ ннымъ. По- 
этому взаимныя силы въ данномъ случаЪ, не измнившись по величинЪ 
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и направлен!ю, должны уравновЪшивать другъ друга. Но, въ случаъ не- 
измфняемости разстояня АБ, всякая сила, приложенная къ 4 по 
лини АРБ, можетъ быть разсматриваема, какъ приложенная къ Б, 
ибо велкое перемфщене .4, по АБ, должно повлечь за собою, велЪд- 
стве неизмЪнности АБ, такое-же перемфщене точки ВБ, и въ туже 
сторону. СлЪдовательно, 00$ взаимныя силы могутъ быть разематри- 
ваемы, при условии неизмнности разстояня АБ, какъ приложенныя 
или къ одной точкЪ „4, или къ одной точкЪ Б. Такъ какъ эти силы 
должны быть въ равновф ели, то онЪ должны быть другъ другу 
равны и противоположны. Еесли-бы это послфднее условле не 
выполнялось, то ДВЪ вышеупомянутыя силы имъли-бы равнодЪйствую- 
щую отличную отъ нуля, велЪдетв!е чего ея точка приложения, а 
слЪдовательно и связанная съ нею неизмЪнно другая точка, пришли-бы 
въ движен!е: но это движене не могло бы быть слЪдетв1емъ взаим- 
ныхъ силъ, такъ какъ ихъь дфйств!е устранено по услов1ю  неизиЪн- 
ностию разетоямя АБ: никакой другой силы, кромЪ взаимныхъ 
мы °не предполагаемъ въ данномъ случаЪ; слфдовательно, имвли-бы 
ускорене безъ дЪйств!я силы, что противорЪчило-бы первому закону 
движеня. 

Точно также, въ случаЪ существован1я третьей точки (7. движе- 
не двухъ первыхъ, 4 и ВБ, безъ измъневя ихъ взаимнаго разетоя- 
ня АВ, можетъ быть представлено по стольку, по скольку измЪня- 
ютея ихъ растоямя АС и ВС отъ третьей точки. Разесуждая также, 
какъ прежде, мы прЙдемъ къ заключению, что матертальная точка С) 
можетъ дЪйствовать на точки А и ВБ только по ливямъ разстоян1й 
АС и ВС, и что силы, съ которыми дЪйствуютъ другъ на друга точ- 
ка Си какая либо изъ точекъ Ди ВБ, равны и противоположны. 
Вообще, сколько-бы ни было матерлальныхъ точекъ, силы, съ которы- 
ми дЪиствуютъ другъ на друга каждыя двЪ изъ этихъ точекъ, могутъ 
быть только направлены по лини взаимнаго разстояшя этихъ по- 
саЪднихъ, и должны быть равны другъ другу и противоположны. это 
заключен!е мы выводимъ изъ того обстоятельства, что дЪйств1е двухъ 
точекъ другъ на друга не измфняетея присутетнемъ другихъ мате- 
р!альныхъ точекъ, ибо различныя силы дЪйствуютъ независимо другъ 
отъ друга (см. & 18), и каждая сила сообщаетъ данной масеЪ опре- 
дЪленное ускореше независимо отъ того, дъйствуютъ-ли на эту массу 
еще другя силы, или нЪтъ. СлЪдовательно, каждыя двЪ матерлальныя 
точки будутъ дЪйствовать другъ на друга въ присутствии другихъ то- 
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чекъ также, какъ онЪф дЪйствовали-бы, будучи попарно изолированы 
въ пространствЪ; а такое ихъ взаимодЪйств1е нами уже раземотрфно 
прежде. 

Такимъ образомь мы приходимъ къ сл5дующему заключен1ю, из- 
въетному подъ именемъ третьяго закона движешя, и формулиро- 
ваннаго Ньютономъ въ слфдующихъ словахъ: всякому ДЪйсСтТв1ю 
всегда есть равное и обратное противодЪ йствте; т. е. 
дЪйств1я двухъ тфлъ другъ на друга всегда равны и 
направлены въ противоположныя стороны. Этотъ за- 
конъ, какъ мы видимъ изъ хода разсужденй, приводящихъ къ нему, 
являетеля распространенемъ перваго закона движешя, т’е. опредф- 
лешя силы, какъ внфшней причины измфненя движен!я массы. Ва- 
к1я бы силы, наблюдаемыя въ природЪ, мы ни имЪли въ виду, он долж- 
ны слфдовать закону дЪйетвя равнаго противодЪйств!ю. иб0 ИНЫХЪ 
силь мы не можемъ себЪ представить. 

Если мы наблюдаемъ, что одно тъло притягиваеть или оттал- 
киваетъ другое, то мы должны заключить, что и другое тЪло притя- 
гиваетъ или отталкиваеть первое. Если-бы этого сафдетвйя не было, то 
мы не имфли-бы права заключать, что сила, дхЪйствующая на первое тзло, 
состоитъ въ притяженш или отталкивани его вторымъь тЪломъ. 
Если мы говоримъ, что одно тфло давить на другое, то это значитъ, 
что другое тЪло точно также давитъ на первое. Если палецъ упи- 
раетъ въ стЪну, то и стфна упираетъ въ палецъ. Если лошадь та- 
ЩИТЬ В0ЗЪ, ТО возъ оттягиваетъ лошадь назадъ; об0Ъ силы уравновЪ- 
шиваются, ибо нЪтъ относительнаго движен!я воза и лошади; движе- 
н1е-же воза и лошади происходитъ равномЪрно, какъ слЪдетв!е пер- 
воначальнаго импульса. Если одно тЪло, ударяясь о другое, приво- 
дит его въ движен!е, то это послЪднее въ свою очередь измЪняетъ 
движен1е перваго тЪла. 

Если 1 и [, будутъ взаимныя силы, еъ которыми двЪ массы 
т, и т, дЪйствуютъ другь на друга, то очевидно, на основами 
третьяго закона: 


В+Ь=О; (13) 
саЪдовательно, если 9, и 9, будутъ соотвфтетвующия ускорешя, то 
91 т. 
у = 0 — ———-° 14 
1.9, — т.д, "у т, (14) 


т. в. для каждой пары взанимныхъ силъ бсоотвЪтетву- 
8 
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ющ1я ускорен1я обратно пропорцтональны массамтъ, 
къ которымъ они приложены, и направлены въ проти- 
воположныя стороны. Если еслЪдовательно камень, притяги- 
ваясь землею, на нее падаетъ, то и земля въ свою очередь должна 
притягиваться камнемъ и на него падать. Но такъ какъ масса камня 
несравненно меньше массы земли, то ускорене этой послЪдней, при 
ея движенши къ камню, будетъ несравненно мало передъ ускорешемъ 
камня. 


`$ 21, Сохранене количества движения. 


Представимъ себЪ нЪсколько свободныхъ матеральныхъ точекъ, еъ 
массами 71., 2....т,, движущихся подъ дЪйств1емъ взаимныхъ силъ. 
Пусть для даннаго момента времени {,,/.... [м будуть равнодЪйетвую- 
щ1я силы, приложенныя соотвЪтетвенно къ упомянутымъ массамъ, и 
составленныя изъ сеилъ, направленныхъь по разетоявямъ каждой массы 
отъ всЪхъ остальныхъ. Если число веъхъ матеральныхъ точекъ есть 
7, ТО каждая изъ упомянутыхъ силъ будетъь составлена изъ я — 1 
составляющихъ. На основани третьяго закона очевидно, что одна 
изъ составляющихъ силы /, будетъ равна и противоположна одной 
изъ составляющихъ силы [,, другая изъ составляющихъ силы Г, бу- 
детъ равна и противоположна одной изъ составляющихъ силы р, и 
т. д., каждая изъ составляющихь силы ][, будетъ равна и противо- 
положна какой нибудь изъ составляющихъ другихъ силь. тоже самое 
скажемъ и о всЪхъ составляющихъ любой изъ остальныхъ данныхъ. 
силъ. СлБдовательно геометрическая сумма всъхъ силь В, /,... №, 
какъ составленныхъ изъ равныхъ и противоположных слагающихъ, 
должна быть для каждаго момента времени равна нулю; т. е, 


В. .+Ь=0, (15) 


или, если 09,, 9....9» будутъ ускорешя соотвЪтетвующихь мате- 
р1альныхъ точекъ, то 


т.д: -- т, 9, + т.9, +: - -Т9, =0, (16) 
гдЪ сумма опять берется геометрическая. Такъ какъ по \ 4 сумма 
проложен силъ /,.../, (теом. сумма которыхъ есть нуль) на вея- 
кую прямую будетъ тоже нуль, то обозначая черезъ Х., ФХ,...Х,, 
Г,...Т,, б1...й, слагающя каждой изъ данныхъ силъ { по осямъ 
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координатъ, мы будемъ имфть: 
ХХ =0, УГ=0, Уй=0, (15)! 


и точно также, обозначая черезъ 9,:, 9у, 9, слагающия ускореня по 
ТЪмъ-же осямъ: 


19 =0, Х№т9;,=0, \Утд,=0, (16)' 


при чемъ суммы въ (15) и (16)' берутся очевидно алгебраическая. 
Если масса одного изъ тълъ системы, движущейся подъ ДЪЙ- 


ствемъ взаимныхъ силъ, будетъ несравненно больше суммы массъ 
остальныхъ тЪлъ той-же системы, то изъ (16) видно, что ускореше 
этого тфла будетъ несравненно меньше каждаго изъ ускоренй дру- 
гихъ тфлъ. Такой случай мы имфемъ въ солнечной систем, гд\Ъ 
масса солнца несравненно больше массы всЪхъ планетъ, взятыхъ 
выЪфетЪ; велЪдетв1е этого и движеше солнца отъ совокупнаго ДЪй- 
ств1я планетъ настолько мало, что мы безъ большой погрфшноети 
можемъ разсематривать движене солнечной системы подъ дЪйств1емъ 
ея взаимныхъ силъ, какъ обращеня планетъ около неподвижнаго 
солнца. 

Умножая каждый членъ суммы (16) на элементъ времени 4, 
мы получаемъ, обозначая черезъ \ операщю геометрическаго суммо- 
ваня: 

Утдар= 0, (17) 
гдЪ сумма берется геометрически. Но для каждой матер1альной точки 
2% величина 79 представляеть приращене (геометрическое) коли- 
чества движеня въ теченя времени ЧЁ т. е.: 


тдАЁ=А (и). 
ВелЪдетв!е этого (17) принимаетъ видъ: 

ХА(ии:) = 0; (18) 
т. е. геометрическая сумма приращен1й количества 
движен1я системы матер1альныхъ точекъ, находящих- 
ся подъ дЪйств1емъ взанмныхъ силъ, равна нулю для 
каждаго момента времени. 

СлЪдовательно, геометрическая сумма количествъ дви- 
жен!я для такой системы сохраняется постоянною, 
и можетъ быть измЪнена очевидно только дЪйствьемъ нЪкоторой внЪш- 
ней силы. 
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Такимъ образомъ, если для одного момента движения скорости то- 
чекъ системы будуть 91, 6,, 0...... а для другаго: 9, 0,,%.... 0, ТО 


р у | 2 
то те, тва = ИНОЕ ТОН +: Тв. (19) 


$ 22, Центръ инерицги. 


Раземотримь геометрическое значене суммы количествъ дви- 
женя. 

РА Предетавимь еебЪ нЪкоторую движущуюел 
А точку 4 (рис. +5), разстояюе которой отъ нф- 
о а’ которой неподвижной точки О пусть будеть х. 


и 
р Вогда движущаяел точка перейдетъ изъ 4 въ 
0 4’, то ея новое разетояше 7’ отъ О будеть 

Рис. 45. очевидно геометрической суммою прежняго раз- 


отояшя г и пройденнаго пути 44’. СлЪховательно мы можемь раз- 
сматризать А’, какь геометричеекое приращен1е раз- 
стоян1л движущейся точки отъ н5Ъкоторой произволь- 
ной неподвижной точки О. Гели скорость движущейся точки 
есть 9, а время ея лвижешя по 4.’ есть 4, то АА = 94. 

Если 2 будетъ масса движущейея точки, то произведеше 2 
можно разсматривать, какъ сумму (азгебраическую) разетоян!й каждой 
единицы массы отъ точки О. Въ такомъ саучаЪ и предетавитея 
очевидно геометрическихь приращенемъь разстоянмй воЪхъ единицъ 
массъ отъ точки 0. 

Прелставимь себЪ теперь нфеколько матер!альныхь точекъ съ 
массами 170,, №, и т. д., на разстолюяхъ 7, х, и т. д. оть иЪкото- 
раго произвольнаго центра О. Проведемъ изъ этого центра лин къ 
каждой единицЪ массы. Тогда число такихъ лин! будетъ ж.-т.-=... И, 
а ихъ геометрическая сумма будетъ очевидно равна геометрической сумм 
линй, длины которыхъ будутъ 1.7, #т.... ит. д., въ направлен1яхъ 
разетоян 7, 7,...и т. д. Если ®, будетъ скорость массы 1, для дан- 
наго момента времени, то въ теченш элемента времени ($, слЪдующаго 
за упомянутымъ моментомъ времени, маеса 2, перемЪетится на ©. 4 въ 
направлен1и скорости ©, , пея разстояше г, отъ О прирастетъ геометри- 
чески на 0,4. Сумма разстоян!й отъ точки О вебхъ массовыхъ единицъ, 
заключающихся въ маееь и, т.е. 2, — краткое разетояне г. , или ини, , 
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прираететъ въ это время геометрически на 20,7, СлЪдовательно, гео- 
метрическая сумма воЪхъ *— кратныхъ разетоян! соотвЪтетвующихъ 
масеъ отъ О, иди геометрическая сумма разстоян!й отъ О веЪхъ массо- 
выхъ единицъ, возрастеть геометрически на (722.9. .%,-=... 7%) А. 
Еели линш ОЛД и ОБ (рис. 46) представятъ геометрическая суммы 
‚д разетоянй отъ О массовыхъ единицъ данной сиете- 

р . мы, въ началЪ и концЪ элемента времени 4 то АБ 
и“ ` предетавитъ геометрическую сумму УиеаЁ Отеюда за- 


ДЕ, т.е. геометрическая сум- 


ма )7%0 количествъ движен!я матерталь- 
ныхъ точекъ данной системы, выражаетъ пб величин} 
и направлен1ю скорость движения конца радтуса век- 
тора, представляющаго, для каждаго момента времени, 
геометрическую сумму разстоян1й массовыхъ еди- 
ницъ спотемы отъ точки 0. 

Если матерлальныя точки спетемы находятея только подъ дЪй- 
ствемъ взаимныхъь силъ, то №7% остается неизмЪнною; слЪдова- 
тельно упомянутая выше скорость постоянна по величин и по на- 
правлен!ю, и движеше конца радуса вектора есть прямолинейное и 
А равном рное. Поэтому, если лини ОА, ОБ, 

ря ке: ОС... (рис. 4Т) будутъ представлять гео- 
= метрическ1я суммы разстоянй массовыхъ. 
——_\ единицъ отъ О, взятыя черезъ нЪкоторые 


Рис. 41. равные промежутки времени, то концы 4, 
Б, С, О... этихъ лишй будутъ лежать на одной и той-же прямой 
АП, и раздфлятъ ее на, равныя части. 


р Пусть 7, будетъ разстояще (рис. 48) ма- 
< 


Рис. 46. 


\ тер1альной точки 7, отъ н®котораго неподвиж- 
наго центра О и г.'—фазстояне той-же точки 
° отъ другаго центра О’. Тогда очевидно 


7 == 0'0 -- т, 

' 
0 ТДЪ сума беретел геометрически, и слфдова- 
тельно 


ча ] — ! » ® 
тт" = т. 0'0 тг, ; 
т. е. очевидно, если 
—- . Г 1 — ! 
ОА—ттг,, ОА—тет, ОБ=т 00, 
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то 
БА! = пт, = ОА. 


написавъ такимъ образомъ рядъ равенствь: 
1 
717. = 1 0О'О -- ви, , 
р 1 } 
того = т. 0'0 + т.г. , 


ти == 2, 0'0 + ищи , 
для вофхъ точекъ системы, и сложивъ ихъ геометрически находимъ 
Ут! = 0'0 Ут -- Ути, (20) 


гдЪ суммы берутся геометрически отъ вефхъ величинъ, разнящихся 
другъ отъ друга по направленямъ. Выра- 
жен!е (20) даетъ намъ средство, зная гео- 
уетрическую сумму разстоянй массовыхъ 
единицъ отъ одной точки О, построить сум- 
му подобныхъ-же разстоянй отъ другой 
точки О’. Дъйствительно, пусть лишя ОА 
(рис. 49) представаяетъь Утх, и пуеть 0’ 
будетъ нЪкоторая неподвижная точка. От- 
кладываемъ въ направлен О’О длину ОБ, 
равную О'ОУт, и изъ Б проволимъ линию 
БА’, параллельную и равную ОА. Тогда очевидно: 


О'А! = 0'ВА- ВА, 


Рис. 49. 


и сл довательно 


О’ А = Уж. 
Изъ подоб1я треугольниковь О'ОС и ОВА' мы видимъ, что 
ОВ _0А _9А’ ОВ. 
0006—0090’ "“ 00=“": 
елЪдовательно: 
ОО х, и 00= ии, оо” (21) 


т. е. 005 лини, Од и О.А’, дълятея въ точк С въ одинакоромъ 
отношенши №т:1, которое не зависитъ ни отъ длины, ни отъ поло- 
женя обфихъ линШ. СлЪфдовательно, всякая третья линя О"А", пред- 
ставляющая геометрическую сумму разстояЙ массовыхъ единицъ отъ 
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третьей точки О", пройдеть тоже черезъ точку С, ибо эта лин!я 
должна раздфлить 06% лини, О’А'и ОА, и сама раздЪлиться опять въ 
томъ-же отношени %т:1 *). 

Итакъ, вс Ъ лин1и, представляющ!я въ данный мо- 
ментъ времени геометрическ!я суммы разстояний мас- 
совыхъ единицъ системы отъ различныхъ неподвиж- 
ныхъ точекъ, проходятъ черезъ одну точку, кото. 
рая называется чентромз инерми данной системы. Или, 
изъ (21): центръ инерц1и есть такая точка, разстоянте 
которой отъ н-которой неподвижной точки есть гео- 
метрически взятое среднее изъ всЪхъ 
разстоян1й отъ той-же точки всЪхЪъ 
массовыхъ единицъ системы. 

Если ОА и ОА! будуть (рис. 50) геоме- 
трическ:я суммы упомянутыхъ разстоянй отъ 
точекъ О и О’, для даннаго момента времени, а 
ОБ и О'Б’'—подобныя-же суммы, черезъ проме- 
жутокъ времени 4 то Си С’ будутъ положе- 
шя центра инерщи системы для начала и конца времени 4. ВромЪ 
того, такъ какъ 


Рие. 50. 


ОА_ О'А’_ ОВ _ ОВ 


= =ве= о" = т 
И 
АВ = АБ = УтейЕ, 
то 
__ Утеар. (22) 


С(И=-— 
Ут 
т. е. центръ инерции системы перем $ щается со скоро- 
рост! ю, равною средней скорости воЪхъ ея массо- 
выхъ единицъ. ВромЪ того: если система находится толь- 
ко подъ дфйств1емъ взаимныхъ силъ, то ея центръ 
инерц1и остается въ поко$ или движется равном $ рно. 
Если мы обозначимъ черезъ УТ скорость центра инерщи, то 
ло (22) будемъ имЪть: 
Ти 
— . $5) — \ . 
=5>: или ТУт —= Хто; (23) 


днб 


———_ 


*) При этомъ очевидно на рисункфз: 


О"р = 0"О’Ут, О'Е= 0"0Ут, ФА"'=ЕОА! ЕА"= ОА. 
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т. е. количество движения всей системы равно коли- 
честву движен!я центра инерцти, въ которомъ пред- 
полагается сосредоточенною вся масса системы. 

Выше мы видЪфли, что положен1е центра инерщи не зависить 
оть положеня точки О, оть которой мы откладываемъ среднее раз- 
стоян1е массовыхъ единицъ системы, т. е. что упомянутое разстоя- 
н1е, отложенное отъ любой точки О, приводить всегда къ одному и 
тому-же центру С. Отеюда видно, что положен!е центра инер- 
ц1и обусловливается только распредфленлемъ мате- 
р1альныхъ точекъ системы. Раземотримъ эту зависимость. 

Пусть аи бф (рис. 51) будуть 
матертальныя точки, съ массами 2: и 
и,. Откладывая отъ какой нибудь 
точки О длины 


ОА=т.0а и ОБ=ю.. 0 


и складывая геометрически линш О.А 
и ОБ, мы получаемъ въ результать 
линию ОД, предетавляющую геометри- 
ческую сумму разетоянй массовыхъ 
единицъ, содержащихся въ т, --27,, отъ точки О. Проводя лини 
АЁЕи ВЕ параллельно аб, мы находимъ, что А.Е = ВЕ, и кромЪ того: 


ас _ Оба _т1 ес _ 96 _Т 
АЕ ОА т’ ВЕ ОВ т, 


откуда 
ас: =т,:т п аС.т =60.т,; 


т. е. лимя ОШ дълитъ въ точкЪ С разетояне аб на части. обратно 
пропорщональныя прилегающимь къ нимъ массамь. ЗатЪмъ: 


ОЕ =т0ОС и ОЕР=т,ОС: 
откуда: 
ОЕ ОЕ = ОС(т - т,); 
но очевидно: 
ОЕ ОЕ= ор; 


елЪъдовательно: 
_ ОБ 


=———; 
т. — т. 
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т. е. точка С есть центръ инерции масеъ т, и ж,. Итакъ, центръ 
инерц!и двухъ матер!альныхъ точекъ лежитъ на ли- 
н1и, соединяющей 0бЪ точки, которую онъ ДЪЛИТЪ 
внутренно на части, обратно пропорцтональныя при- 
легающимъ массамъ. 

Если кромЪ двухъ точекъ виф у насъ есть еще третья матер1аль- 
ная точка 70., то для нахожден!я центра инерцш трехъ точекъ мы 
должны прежде всего сложить геометрически 7.—краткое разстояне 
третьей точки отъ О съ лишей ОД. Но такъ какъ ОБ = (т. - т.) ОС, 
то очевидно, что нахождене центра инерц!и трехъ масеъ 2%, т, и 
11. сводится къ опредЪлению центра пнерщи двухъ массъ: съ одной 
стороны— массы 12.,, а съ другой— массы (2, + т.,), помфщенной въ 
точкЪ С, т. е. въ центрЪ пнерщи обЪихъ масеъ т, и т.. Такимъ 
образомъ, зная центръ инерции С числа % матеральныхъ точекъ, мы 
найдемь центръ инерцш #-1 матеральныхъ точекъ, вообразивъ 
въ С всю массу # точекъ, проводя разстояне оть С до т +1, и 
раздфливъ его внутренно въ обратномь отношении къ массамь, 
помфщеннымь въ Си въ 7,1. СлЪдовательно вообще: общий 
центръ инерц1и н-сколькихъ группъ матер1альныхъ 
точекъ есть въ тоже время центръ инерц{и маесо- 
выхъ количествъ каждой изъ данныхъ группъ, раз- 
мфщенныхъ соотвЪтотвенно въ центрахъ инерц!и 
ЭТИХЪ ПОСЛЪЬДНИХЪ. 

ТЪже самыя заключен!я слЪдують непосредственно и изъ форм. 
(21), лающей общее опредълен!е центра инерцш. Именно, выбирая 
точку О въ центрЪ инерцш, мы будемъ имфть въ (21): ОС=д; а 
слЪдовательно для центра инерции 


п” = 0. (24) 
Въ случаЪ двухъ точекъ аиф (рис. 52), центръ инерц!и которыхъ 
предположимъ въ (С. будемъ имЪть: 
т, Са -- т,06 =0, 
гдЪ сумма берется геометрически. СлЪдовательно д1агональ параллело- 


5 2 грамиа, построеннаго, какъ на сторонахъ, на ли- 
ее шяхъ Саи (6, удлиненныхъ соотвЪтетвенно 
Рис. 52. Въ тим, разъ, долженъ быть равенъ нулю. 


Это возможно только тогда, когда 0б% лини составляютъ одну пря- 
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мую; тогда С лежитъ на прямой между аи фб, п дБлитъ ее въ 00- 
ратномъ отношени къ прилегающимъ массамъ. ВромЪ того, разбивая 
систему точекъ на нЪфеколько различныхъ группъ числомъ А, мы м0- 
жемъ выражен1е 


ОСУт == Ут 
напнеать въ такомъ видфъ: 
ОСУт = Утт + Хт ти, 


гДЪ суммы №, №,,.. к берутся геометрически, по разетоянямъ мас- 
совыхъ единицъ каждой отдфльной группы, ип потомъ снова склады- 
ваются геометрически. Затфмъ очевидно, можно написать: 


У ть У тг УИ 
ОСУт = Ут Ут. Ат 
Хит Хит Ут (25) 


гл Ут=Ут- Ут - +: т, 


У 


или, обозначая черезъ ОС., ОС,... ОС,, по величин» и направле- 
ню, разстоян1я центровъ инерц!и каждой группы отъ 0: 


ОС. Ут —= ОС Ут ОС.Ут --. . - ОС`Ут; (26) 


откуда видно, что С есть центръ инерщи маееъ У,1%, №,1,... Ук, 
помфщенныхъ соотвЪфтетвенно въ точкахъ С, С,... (ь. 
Если даны прямоугольныя координаты 2:, 1, 21, %., У», 4... 


Х,, У, 2, матемальныхъ точекъ, то координаты 2, у, г ихъ центра 
инерции найдутея слфдующимъ образомъ. Разстоян!е 7, каждой точки 
отъ начала координать О разложимъ на три составаяющия по оеямъ 
координатъ, которыя будутъ очевидно: 2., У, 2.. ЗатЬмь очевидно, 
что алгебраическя суммы 


Утх, Уту, Ута 


будуть представлять три составляющия по осямъ координатъ геоме- 
трической суммы разотояшй маесовыхъ единицъ системы отъ начала 


координатъ. Но съ другой стороны, составляющая той-же суммы 7% 
(гдЪ т есть разетояне ц. и. отъ начала коорд.) будутъ 
дут,  ухт, Ут, 


ибо т, у, 2 суть составаяющия разстояшя х. Слёдовательно: 


Утх 


Ут, 


Уту —  Ута (27) 
— = 8 — . { 
Ут, Ут 


<< | 


Я — 
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Эти послЬдня выраженя показываютъ, что разстоян!я центра инер- 
ци отъ плоскостей координатъ равняются среднимь разстоянямъ 
ОТЪ ТВХЪ-же плоскостей массовыхъ единицъ системы. Такъ какъ пло- 
скости координатъ могутъ быть выбраны произвольно, то слЪдова- 
тельно: разстоян1е центра инерц1и отъ любой паоско- 
сти равно среднему разстоян1ю отъ той-же плоскости 
массовыхъ единицу системы. 


$ 23, Моментъ силъ, скоростей, ускоренй ит. п.. 


Выведенные въ предыдущихъ параграфахъ законы сохраненя 
количества движеншя и пеизмЪняемости движен!я центра инерщ1и оено- 
ваны на томъ свойств взаимныхъь силъ, что эти послфдюя могутъ 
быть разбиты на так1я составляющия, приложенныя къ различнымъ 
точкамъ системы, которыя попарно равны другъ другу и противо- 
положны. Но кромЪ того, упомянутыя выше составляющ!я направлены 
попарно по одной и той-же прямой ливи (разстояню между каж- 
дой парой матерлальныхъ точекъ). Это посл днее свойство взаимныхъ 
силъ влечетъ за собою слБдующее геометрическое услов1е: разстоя- 
н1е какой нибудь произвольно выбранной точки отъ аинш, предета- 
вляющей одну изъ составляющихъ взаимныхъ силъ, будетъ также 
разстоямемь той-же точки еще и отъ другой составляющей. т. е. 
составляющя взаимныхъ силъ попарно будутъ на одномъ и томъ- 
же разстоян!и (по величин и направленю) отъ произвольно вы- 
бранной точки. Такъ какъ съ другей стороны, тфже составляющия 
равны и противоположны, то произведен1я изъ составляющих и ихъ 
разстояшй отъ произвольной точки будуть тоже попарно равны и 
противоположны по знаку. Упомянутое произведене изъ силы и ея 
разетоямя отъ н$фкоторой точки называется моментомъ силы 
около данной точки. Бъ случаЪ взанмныхъ силъ ихъ моменты слЪдо- 
вательно попарно равны и противоположны. Чтобы имЪть возмож- 
ность вывести изъ этого обстоятельства дальнЪйция свойства Дви- 
жен!я системы, подъ дЪйствемъ взаимныхъ силъ, раземотримъ нЪ- 
которыя общия геометрическ1я свойства моментовъ. 

Всякое количество, представляемое по величинЪ и направлению 
прямою лишею, будемъ называть векторомъ. Аъ такимъ количе- 
ствамъ относятся: перем$щешя, скорость, ускорен1е, количество дви- 
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жешя, сила и т. п. Бъ такомъ случа моментомъ даннаго век- 
тора будетъ вообще называться произведене изъ вектора и его 
разетоянл оть н$Фкоторой точки. Такимъ образомъ мы будемъ имфть 
моменты скорости, ускорешя, количества движеня, силы и Т. п. 
Пусть АБ будетъь данный векторъ (рис. 53), предетавляюн одно 

изъ выше перечисленныхъь количествъ, и ОС—его 
2 разетоян!е отъ точки О. Тогда моментъ этого век- 
о тора будеть ОС.АВ, и предетавить очевидно 
и удвоенную площадь треугольника ОАР, построен- 
и наго между концами вектора АВ и точкою О. Пер- 
пендикуляръ, проведенный черезъ точку О къ пло- 
скости треугольника ОАБ, называется осью даннаго момента. Поло- 
жительное направлен!е оси даннаго момента будеть то, смотря вдоль 


в 
Рие. 53. 


по которому отъ точки О, наблюдатель видитъ векторъ АВ напра- 
вленнымъ по стрЪлкЪ часовъ. На приложенномъ рисункЪ ось момен- 
та будетъ очевидно направлена за плоскость рисунка, перпендику- 
лярно къ этой послЪдней. Направлен!е оси момента считается за напра- 
влен!1е момента. Величина момента откладываетел вдоль по его оси. 
Такимъ образомъ лия, направленная выше объясненнымь снособомъ 
перпендикулярно къ плоскости момента, выражаетъ этоть послЪдний 
по величинЪ и направленю. 


Такъ какъ моментъ представляется произведешемъ изъ двухъ 
факторовъ, то очевидно, онъ можеть сохранять одну и туже вели- 
чину при соотвЪтетвенныхъ измфненяхъ обопхъ его факторовъ. СлЪ- 
Довательно, различные векторы, приложенные къ различнымь точкамъ 
системы на различныхъ разстояняхъ отъ данной оси, могутъ имЪФть 
одинъ и тотъ же моментъ, представляе- 
мый одною и тою же линею (векторомъ}, 
отложенною вышеуномянутымъ способомъ 
вдоль по оси момента. Такъ наприм5ръ, 
векторы Ё, /», в ит. д., приложенные 
къ точкамъ, лежащимъ на одной и той 
же окружности, плоскость которой пер- 


пендикулярна къ данной оеп ОМ (рис. 
54), будуть имфть одинъ и тотъ-же мо- 
ментъь около точки О. При этомъ, если 
величина векторовъ остается одна и 
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таже, то направлене ихъ должно идти по касательной къ окруж- 
ности: если величина векторовъ не остается одна н таже, то ихъ 
направлен!е, отъ какой нибудь точки 0 на окружности должно быть 
выбрано такъ, чтобы концы векторовъ {»', /," ит. п., проведенныхь 
изъ 0, находились на прямой {, Г, [,', проведенной черезъ ко- 
нецъ [,, параллельно лиши 06 *). Векторы, приложенные вышеопи- 
санными способами къ точкамъ окружностей одного и того же радуеа, 
описанныхь около оси ОЛ въ различныхъ плоскостяхъ, перпендику- 
лярныхъ къ этой послфдней, будутъ имЪфть одинъ и тотъ же моментъ 
около оси ОМ. Точно также будутъ обладать одинаковымъ моментомъ 
около оси ОМ векторы, приложенные вышеописанными способами 
по касательнымъ въ точкахъь окружностей разныхъ радусовъ, опи- 
санныхъ около данной оси ОМ, въ различныхь плоскостяхъ, пер- 
пендикулярныхъь къ этой послЪфдней, при чемъ длина векторовъ 
должна измЪняться обратно пропорцюнально радусамь упомянутыхъ 
окружностей. Пт. п. 

Изъ предъидущаго очевидно также, что одинъ и тотъ-же моментьъ, 
обусловливаемый различными векторами, обусловливаетъь вообще раз- 
личныя перемъщешя точекъ системы. Только въ частномъ случа\ъ 
неизмЪняемой системы, какъ мы увидимъ далфе, различные векторы 
одного и того же момента соотвЪтетвуютъ однимъь и тфмъ же пере- 
мъщенямъ системы. 


Изъ предъидущаго мы видимъ, что всяке векторы, отложенные 
какъ-либо отъ даннаго начала, могутъ представлять моменты около 
того же начала иЪкоторыхъ другихъ векторовъ, причемь плоскости 
моментовь будутъ перпендикулярны къ направленямъ данныхъ векто- 
ровъ. При этомъ очевидно также, что геометрическая сумма данныхъ 
моментовъ, представленныхъ алинями, будеть представлять тоже мо- 
ментъ нЪкотораго вектора, лежащаго въ плоскости, перпендикулярной 
къ лиши, представляющей упомянутую сумму. Найдемь соотношешя 
между векторами данныхь моментовъ и векторами геометрической 
суммы этихъ послЪднихъ. 


*) Тогда площади треугольниковъ 06, 06Ё', 061", пропорщональный соотвЪт- 
ственнымъ моментамъ, будутъ очевидно равны между собою. 


г 
<> 
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Пусть лиши Оби Ос (рис. 55) предетавляють моменты около 


начала О двухъ векторовь АВи АС, не лежащихъ въ плоскости ри- 
сунка и приложенных къ одной и той же точкЪ А. Тогда лини Об и Ос 
перпендикулярны къ площадямъь ОАБ 
и ОДС, и по своей длинЪ равны их 
удвоенной величинЪ, т. е. содержать 
столько единицъ длины, сколько упо- 
мянутыя двойныя площади—единицъ 
площадей. АромЪ того, если АД 0у- 
детъ геометрическая сумма АВ и АС, 
то удвоенная площадь 0.47) выразитъ 
моментъ этой суммы. Черезъ конецъ 
векторовъ ВБ, С, 1) проведемъ прямыя 
параллельно линш ОД, и перес$чемъ 
ихъ перпендикулярною къ нимъ плос- 
кост!ю, проходящею черезъ точку .4. 
Тогда очевидно, моменты векторовъ АВи АВ. АСи АС, А)и АГ 
около О будутъ попарно равны, ибо они выразятея соотвЪфтетвенно 
равновеликими удвоенными площадями: О4АБ и ОАБ', ОАС и ОАС 


ит. д. ВромЪ того, АБ’ будетъ, очевидно, геометрическою суммою 


оть АВ' и АС’, т. е. магональю параллелограмма, построеннаго на 


этихъ векторахъ. Такимъ образомъ мы будемъ имЪть: 
06=ОА.АВ, 0 =0А.АС'. 
Линия ОЧ, представляющая геометрическую сумму Об -- Ос, будетъ, 
очевидно, перпендикулярна къ плоскости ОАО’; а такъ какъ изъ 
подоб1я треугольниковь Оба съ АБ'Ш' и Оса съ АС селЪдуетъ, что 
АГ’ _ АВ АС! 1 
т р АА › 
р ОЯ 06 ОС ОА (28) 
04=0ОА.АП, 
т. е. представляеть моменть вектора 4.0’ или, что все равно, век- 
тора 47). Итакъ: 

Геометрическая сумма моментовъ двухъ векто- 
ровъ, приложенныхъ къ одной точк%, представляетъ, 
около всякаго начала, моментъ геометрической сум- 
мы данныхъ векторовъ. А слЪдовательно вообще, геометри- 
ческая сумма моментовъ какого угодно чиела векторовъ, приложен- 
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ныхъ къ одной точкЪ, предетавляетъь моментъ геометрической суммы 
этихь векторовъ. 

Если начало О лежитъ въ плоскости данныхъ векторовъ, то 
сумма моментовъ обращается очевидно въ алгебраическую сумму пло- 
щадей, и моменты откладываются по одному и тому же перпендикуляру. 


Изъ предъидущаго очевидно также, что проложене момента, 
косоугольное или прямоугольное, на плоскость, проходящую черезъ 
начало, представитъ моментъ проложешя на туже плоскость даннаго 
вектора. Проложене момента на плоскость, не проходящую черезъ 
начало, предетавитъ моменть проложен1я даннаго вектора на туже 
плоскость, считаемый около оси, проходящей черезъ начало и перпен- 
дикулярной къ плоскости проложеня. 

Такъ какъ одинъ и тотъ же моментъ можетъ быть обусловленъ 
различными векторами, то вообще иъеколько моментовъ, отложенныхъ 
отъ одного начала, не всегда соотвЪфтетвуютъ векторамъ, приложен- 
НЫМЪ КЪ ОДНОЙ И ТОЙ же точкЪ, хотя таке векторы для данныхъ 
моментовъ и могутъ быть подъиеканы. Слфдовательно, моментъ гео- 
метрической суммы векторовъ, приложенныхь къ одной точкЪ, 
всегда будетъ геометрическою сумуою моментовъ данныхъ векто- 
ровъ, но не наоборотъ. 


еж 


Разсмотримъ теперь значене геометрической суммы моментовъ 
для того случая, когда соотвЪтетвующе векторы приложены къ раз- 
личнымъ точкамъ. 

Прежде всего найдемъ по данному моменту, около одного начала, 
выражен!е момента около другаго начала. Пусть двойная площадь 
треугольника ОАВ (рис. 56) предетавляеть моментъ вектора АВ 


‚ около О, а двойная площадь О'АБ—моментъ 
( © р того же вектора около О’, и пусть вообще оба 


Г) № треугольника лежать въ разныхъ плоскостяхъ. 

\/; Черезъь О’ проведемъ плоскость, перпендикуляр- 
р/_ . А ную кь АВ, а черезъ О прямую, параллельную 
/ И АВ: точку С пересфчемя этой лими съ упо- 
я и и мянутой плоскостю соединимъ съ О’и съ Э 


(точкой пересъченя плоскости и АВ). Тогда 
Рис. 56. очевидно, О’) и СО будутъ перпендикулярны 
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къ АВ, а О'С—къ ОС. Такъ какъ О’. яваяетея теометрическою 
суммою ОС и СР, то мы можемъ писать: 


АВ. 0')=АВ (064. СО), (29) 


гдЬ сумма берется геометрически. Но ЧБ. О'’С представляетъ мо- 
ментъ, относительно начала О’, вектора УВ, перенеееннаго пара.1- 


лельно самому себф въ точку О; а АВ.СО равно моменту вектора 
АБ около начала О. Шегко видЪть также, что правая часть выраже- 
я (29) предетавляетъ геометрическую сумму упомянутыхъ моментовъ. 
СлЪдовательно, моментъ даннаго вектора, около новаго 
начала, равенъ геометрической сумм изъ момента 
Того же вектора, около стараго начала, и момента, 
около новаго начала, даннаго вектора, перенесен- 
наго параллельно самому вебЪ въ старое начало. 


Обозначимъ черезъ ' геометрическую сумму моментовъ. около 
нъкотораго начала, для векторовъ, приложенныхъ различными обра- 
зами, къ различнымъь точкамъ,—черезъ 4/-—геометрическую сумму 
ТЪхЪ же векторовъ, около новаго начала, а черезъ \-—моментъ вет- 
торовъ, перенесенныхь параллельно самимъ себЪ въ старое начало, 
и взятый около новаго начала. Тогда по предъидущему 


М= Г, (30) 
гдЬ сумма берется геометрически. 


Изъ этого послфдняго выражения мы видимъ, что геометри- 
ческая сумма моментовъ векторовъ, приложенных 
къ различнымъ точкамъ, предеставляетъ моментъ гео- 
метрической суммы веЪхъ векторовъ, перенесен- 
ныхЪъ параллельно самимъ себЪ въ нЪкоторую точку, 
сложенный геометрически съ нэ.которымъ опредЗлен- 
нымъ моментомъ, независящимъ отъ положения но- 
ваго начала. 


Изъ (30) легко видЪть, что моментъ около начала О 
векторовъ, приложенныхъ къ точкЪ О’ равенъ и про- 
тивоположенъ моменту около начала О’ тЬхъ-же век- 
торовъ, перенесенныхъ въ точку О. ДъЬйствительно, опре- 
дЬаяя моменть ДЁ’ какихъ нибудь векторовъ около О’, по ихъ м0- 
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менту М около О, мы имЪемъ: 
М—=М--%, 


ГДЪ ЭХ, есть моментъ всЪхъ векторовъ, перенесенныхъ въ точку 0. 
Но по (30): 

М!=мМ-»Э. 
СлЪдовательно: 

—\=Ж. 

Точку, куда переносятся всф векторы, мы можемъ выбирать со- 
вершенно произвольно; съ перемфной положен!я этой точки будетъ 
очевидно мфняться и величина добавочнаго момента. Мы можемъ 
выбрать упомянутую точку такъ, чтобы величина добавочнаго момента 
М’ была наименьшею или, если возможно, равнялась бы нулю. Въ 
этомъ послфднемъ простЪйшемъ случаЪ, съ котораго мы начнемъ, 
геометрическая сумма моментовъ можетъ быть очевидно равна мо- 
менту геометрической суммы векторовъ, перенесенныхъ въ одну 
ТОЧКУ. 

Приложимъ предъидущее разсужден!е къ частному случаю двухъ 
параллельныхъ векторовъ. Сумма моментовъ двухъ такихъ векторовъ 
очевидно тогда равна нулю. когда эти моменты равны другъ другу 
и противуположны. а такъ какъ моментъ представляется лин!ей, 
перпендикулярной къ плоскости, проходящей черезъ начало и векто]ъ, 
то очевидно, что точка нулеваго момента должна лежать въ 
одной плоскости съ обоими векторами. Если параллельные векторы 
направлены въ одну сторону, то моменты ихъ будутъ противоположны 
около начала, расположеннаго между векторами. слЪдовательно между 
векторами должно находиться начало нулеваго момента. 0Обозначая 
черезъ 4 и Б величины упомянутыхъ векторовъ, а черезъ @ и 6— 
нхъ разстоян1я отъ начала нулеваго момента, мы будемъ имЪть 
условте: 

А.а=В.Ь, (31) 


откуда видимъ, что геометрическая сумма моментовъ, около всякаго 

начала, отъ двухъ параллельныхъ векторовъ, направленныхъ вЪ одну 

сторону, равна моменту вектора, равнаго ариеметической суммЪ дан- 

ныхъ векторовъ, приложеннаго къ точкЪ, находящейся въ плоскости 

обоихъ векторовъ, между ними и на разстоян1яхъ отъ нихъ, обратно 

пропорц1ональныхъ величинамъ данныхъ векторовъ. Такой векторъ, 
9 
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въ отношении къ моменту, можетъ быть названъ результирующимъ 
векторомъ. Этотъ послЪдн! остаетея одинъ и тотъ же для дан- 
ныхъ векторовъ, около какого начала ни былъ бы взятъ моментъ. 

Точно такими же разсужденями найдемъ, что результирующий 
векторъ двухъ параллельныхъ векторовъ, направленныхъ въ разныя 
стороны, равенъ ихъ ариеметической разности, лежитъ вЪ ихъ 
плоскости, по одной сторон отъ обоихъ составляющихъ, ближе 
къ большему вектору, на разстояняхъ отъ обоихъ векторовъ, обратно 
пропорцональныхъ ихъ величинамъ. 

Сравнивая этотъ результатъ съ выводами & 13, мы заключаемъ, 
что результирующ1й векторъ параллельныхьъ векто- 
ровъ находится, какъ результирующая ось вращения 
для параллельныхъ осей. 

Изъ предъидущаго очевидно, что два равные и противоположные 
вектора, приложенные къ различнымъ точкамъ, не имфютъ 660Ъ 
результирующаго вектора; т. е. нельзя найти такой векторъ, мо- 
ментъ котораго около произвольнаго начала былъ бы равенъ гео- 
метрической суммЪ моментовъ около того же начала отъ двухъ упо- 
мянутыхъ равныхъ ин противоположныхъ векторовъ. Таке два век- 
тора носятъ назван!е пары. 

Такъ какъ моменть векторовъ, около новаго начала, равенъ 
моменту около прежнлго начала, сложенному съ моментомъ около 
новаго начала тЪхъ же векторовъ, перенесенныхъ безъ измзнен!я 
ихъ величины и направлен1я въ старое начало, то очевидно, что мо- 
ментъ пары остается одинъ и тотъ же по величинЪ и направленно 
около всякаго начала (ибо въ выраженш (30) всегда 3% == 0). 

Такъ какъ моментъ пары, равный геометрической суммЪ момен- 
товъ обоихъ ея векторовъ, остаетея одинъ и тотъ же для всякаго 
начала, то, выбирая начало въ точкЪ приложешя одного изъ векто- 
ровъ пары, находимъ, что этоть моментъ выражается произведешемъ 
изъ разстояшя между векторами пары и одного изъ двухъ равныхъ 
векторовъ; кромЪ того очевидно, этоть моментъ перпендикуляренъ 
къ плоскости пары, и направленъ въ ту сторону отъ наблюдателя, 
смотря въ которую онъ видитъ векторы идущими по стрфлкЪ часовъ. 

Моментъ пары около даннаго начала можетъ быть замфнент 
моментомъ какого либо одного вектора, лежащаго въ плоскости, па- 
раллельной плоскости пары; но такой векторъ не останется одинъ 
и тотъ же для различныхъ началъ. Наоборотъ очевидно. моментъ 
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даннаго вектора около нЪкотораго начала можетъ быть замфненъ мо- 
ментомъ пары, но эта пара не будетъ одна и таже для разныхъ 
начале. 

Геометрическая сумма моментовъ нзеколькихъ паръ, около вея- 
каго начала, будеть одна и таже по величин и направлен1ю, ибо 
каждое изъ слагающихь этой суммы будетъ одно и тоже. СлЪдова- 
тельно, геометрическая сумма моментовъ паръ представляетъ тоже 
моментъ нЪкоторой пары. 

_ Моментъ пары около даннаго начала не измфнится ни по вели- 
чин$, ни по направленю, если точки приложен!я векторовъ будуть 
перенесены куда либо въ плоскости пары или въ плоскости ей па- 
раллельной, и притомъ такъ, чтобы, съ измфненемъ разстояня между 
векторами и величины этихь послфднихъ, произведен!е изъ разетоя- 
ня и величины вектора оставалось одно и тоже. 

Очевидно также, что одну пару можно разлагать на нЪеколько 
паръ, лежащихъь въ разныхь не параллельныхъ плоскостяхъ; при 
этомъ необходимо только, чтобы геометрическая сумма моментовъ, 
слагающихъ паръ была равна моменту данной пары. 

Вообще разложене и сложеше паръ можеть быть произведено 
или съ помощ!ю разложеня и сложеня ихъ моментовъ. или съ по- 
мощи разложеня и сложеня ихъ векторовъ. То и другое приводить 
очевидно къ одинаковому результату. 

Теперь мы можемъ перейти къ непосредетвенному рЬшеню по- 
оставленной въ началЪ общей задачи о значени геометрической суммы 
моментовъ (около даннаго начала) отъ векторовъ, приложенныхъ 
различными способами къ различнымъ точкамъ. Выберемь нЪкоторую 
произвольную точку, и приложимь къ ней векторы, соотв тетвенно 
равные и параллельные даннымъ. (0бразованную такимъ образомъ 
около упомянутой точки систему векторовъ назовемь черезъ АД. 
Въ той же точкЪ приложимь другую систему векторовъ Б, каждый 
векторъ которой равенъ и противоположень соотвЪтетвующему век- 
тору системы 4. Геометрическая сумма векторовъ системь Ади В 
и ихъ моментъ около воякаго начала будуть очевидно равны нулю. 
СлЪдовательно, моментъ данныхъ векторовъ не измфнится, если къ 
нему мы приложимъ моменть системы 4--Б. Но веЪ данные векторы 
виЪеть съ векторами Б образують очевидно систему паръ, которая, 
по отношеню къ моменту, можетъ быть замфнена одною парою; 
векторы же системы А могуть быть замфнены однимъ векторомъ, 
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который и обозначимъ чрезъ 4. Такимъ образомъ воз векторы 0у- 
дуть замфнены одною парою и векторомъ. Полученную пару разло- 
жимъ на двЪ: одну РЬ—въ плоскости, перпендикулярной къ упомяну- 
тому вектору, а другую О— въ одной плоскости съ этимъ послЬд- 
нимъ. Пара и векторъ, лежащие въ одной плоскости, могутъ быть 
замфнены однимъ векторомъ въ той же плоскости. Такъ какъ пару 
можно вращать въ ея плоскости, не измфняя этимъ ея момента, то 
ставя векторы пары © параллельно вектору 4, получимъ въ резуль- 
татЪ одинъ векторъ, перпендикулярный къ плоскости пары Р. 

Итакъ, всякая система векторовъ, приложенныхъ 
къ различнымъ точкамъ, можеть быть замфнена, по 
отношен1ю къ моменту, нЪкоторою парою и векто- 
ромъ, перпендикулярнымъ къ плоскости этой по- 
слдней. Моментъ пары будетъ представлять неизмфнную часть 5% 
выражен!я (30), а моментъ вектора--часть Л. 

ВромЪ того, если найдены какая нибудь пара и векторъ А, за- 
иЪняющ!е собою данную систему векторовъ, то одинъ изъ векторовъ 
пары можетъ быть очевидно приложенъ въ той же точкЪ, какъ век- 
торъ А. 0ба эти послЪдн!е векторы могутъ быть замфнены однимъ, 
равнымъ ихъ геометрической суммЪ, и такимъ образомъ наша дан- 
ная система замфнится двумя векторами, приложен: 
ными къ двумъ различнымъ точкамъ и лежащими въ 
разныхъ плоскостяхъ. Такихъ векторовъ, взятыхъ По два 
и замфняющихъ данную систему, можно очевидно подъискать безчи- 
сленное множество. Такъ какъ величина и направлен!е обоихъ векто- 
ровъ пары мотгутъ быть выбраны произвольно (лишь бы ихъ моментъ 
оставалея одинъ и тотъ же), то векторы найденной пары мы можемъ 
въ ихъ плоскости поставить такъ, чтобы черезъ одинъ изъ этихъ 
векторовъ и векторъ 4 проходила плоскость, перпендикулярная къ 
плоскости пары, затфмъ величину векторовъ пары выберемъ такт, 
чтобы одинъ изъ нихъ, слагаясь геометрически съ „4, даль бы резуль- 
тирующ!й векторъ, перпендикулярный къ плоскости пары. Такимъ 
образомь замфнимъ данную систему векторовъ, т. 6. 
всякую пару и векторъ, двумя взаимно перпендику- 
лярными векторами, лежащими въ двухъ взаимно 
пернендикулярныхъ плоскостяхъ и приложенными 
къ разнымъ точкамъ. Такихъ парныхъ векторовъ мы можемъ 
подъискать тоже безчисленное множество, ибо данная система можетъ 
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быть замфнена безчисленнымъ множествомъ системъ, состоящихъ 
изъ пары и вектора. 

Наконецъ, если можно найти два вектора, зам няющ!е данную 
систему, то очевидно всегда можно найти и всякое ббльшее число 
такихъ векторовъ, тоже приложенныхъ къ различнымъ точкамъ. 


Вышеописанная замфна, съ помощю двухъ взаимно перпенди- 
кулярныхъ векторовъ, очевидно не можетъ быть произведена, если 
система векторовъ представляется только одною парою, или однимъ 
векторомъ. ВромЪ того, замфна не удастся, если мы за одну изъ 
упомянутыхъ выше взаимно перпендикулярныхъ плоскостей выберемъ 
плоскость пары, къ которой векторъ перпендикуляренъ. 


\4/ *^ 
г 
% м ® 


Выразимъ моментъ векторовъ, около даннаго начала, съ помощю 
составляющихъ векторовъ, по прямоугольнымь осямъ, и координатъ 
точекъ ихъ приложения. 

Положимъ, что начало координатъ выбрано въ точкЪ, около ко- 
торой берется моментъ. Пусть Х, У,  будутъ составляющя н%ко- 
тораго вектора по осямъ координатъ, а т, у, 2— координаты его точки 
приложен1я. Моментъь векторовъ Х, У, & (т.е. геометрическую 
сумму ихъ моментовъ) около начала координатъ предетавимъ себЪ 
разложеннымъ на три момента, параллельно осямъ координатъ. Сла- 
гающй моментъ по 0си х—овЪъ можетъ быть обусловленъ очевидно 
только векторами, расположенными въ плоскости перпендикулярной 
къ 06и 7—овъ, т. е. векторами Ги Й. Та часть момента этихъ 
двухъ векторовъ, которая направлена по оси 1—0въ, представится 
произведениями изъ векторовъ и ихъ разстоянй отъ оси момента, 
т. е. оси х—0въ, эти разстоямя для Уи суть соотвЪтетвенно 
2 пу. ВромБ того очевидно, что моментъ Уз будеть идти около 
0си х—0въ по стрЪлЕЪ часовъ, а моментъ у— обратно; слЪдова- 
тельно, первый будеть положительный и второй— отрицательный, по 
отношен!ю къ положительному направлен оси х—овъ. Алгебраиче- 
ская сумма обоихъ моментовъ представитъ весь моментъ, направлен- 
ный По 0си 7— 0вЪ, Т. 6. 


У2 — бу. 
Точно также для осей у—овъ и 2—овъ получимъ соотвЪтетвенно: 
йх— А и Ау Ух. 
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Если, вмфето одного вектора (Х.У,й), имфемъ ихъ нФеколько, 
приложенныхъ къ различнымьъ точкамъ, то составляющия по осямъ 
координатъ геометрической суммы моментовъ такихъ векторовъ, будуть 
очевидно равны соотвЪтетвенно суммамъ составляющихь по тЪмъ же 
осямъ моментовъ отдёльныхъ векторовъ. Такимъ образомъ, обозначая 
черезъ №, М,, № составаяющ!я части по осямъ координатъ мо- 
мента всЪхъ данныхъ векторовъ, имЪемъ: 


. 
1, У (уг — 29). 
М, = У (бх— Хз), (32} 


у,= У (Хи 74), 


гдЪ суммоване производится по различнымъ векторамъ и соотвЪт- 
ственнымъ координатамъ ихъ точекъ приложения. 

Если ищется моментъ не около начала координатъ, а около 
нъкоторой точки, координаты которой суть №, Уз, 25, То перенося 
начало координатъ въ упомянутую точку, мы получимъ новыя выра- 
жен1я для составляющихь Л, М, №, если въ выраженяхъ (32) 
координаты 5, у, 2, относительно прежняго начала, замфнимъ коорди- 
натами 1—4, У—\,, 2—2, относящимися къ новому началу. Тогда 
получимъ для новыхъ С, Ли № выраженя. 


1 
р= УГИе—)— Аи. 
м—= \ [2-ю -Х(2—а), (83) 
нии 
у Уха — м У@—& . 


д= Ух, в Ут, с- У2, (34) 


мы можемъ выраженя (33) писать въ видЪ: 
Г= № — (Ве — Суо), 
М=М, —(0%— Аз), (35) 
№= М, — (Ау, — Бх, 


(бозначая 


гдф члены въ скобкахъ предетавляютъ слагающя моментовъ, около 
начала координатъ, отъ векторовъ, перенесенныхъ параллельно самимъ 
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себЪ въ точку (2.У.2о). ТЪже скобки, но съ обратнымъ знакомъ, 
выразятъ моменты около точки (5,9..2.) оть векторовъ, перене- 
сенныхъ въ начало координатъ. Такимъ образомъ въ равенствахъ (35) 
выражается свойство моментовъ, представленное выраженемъ (31). 
Если величины Л, М, № слагающихъ момента Р извфетны, то 
величина самаго момента опредфлитея выражешемъ: 
Р?* = [72 - М?*- М№?, (36) 
а его углы съ оеями координатьъ—косинусами: 
г. м и (87) 
Р’Р’ Р` 
Векторы, обусловливающ!е моментъ Р, могутъ быть замфнены 
одною парою и векторомъ, перпендикулярнымъь къ ея плоскости. 
Найдемъ моментъ упомянутой пары П и упомянутый векторъ Г. 
Пусть Л, м, у будутъ слагающя момента П, составляющаго н%- 
которую часть отъ момента Р, направленную параллельно результи- 
рующему вектору А слагающихъ 4, В, С. Тогда очевидно 


ла и В УС 
ПТ’ ПВ’ ПВ’ 
откуда 
А В 
А =, и=уУй. (38) 


Слагаюния другой части Р, т. е. геометрической разности РП бу- 
дутъ очевидно 


ЕЫ— Л, МЫ- в, №М— у, 
и такъ какъ оба момента Пи Р-—П должны быть перпендикулярны 
другъ къ другу, то 
(Е— + (Ив) и + (ИфУу=0, 
откуда на основани (38): 


А ’, ВВ 
44 [мВ В уу 
| Ут) М—) += 
И 
АЕ ВМ СМ 
В  › 
АГ ВМ СХ 
И, (39) 


АГ + ВМ-+ СМ 


у —= С 2 , 
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или, на основанш (35): 
(А+ В ог СМ о), 
В Ом 
р — т САБ + В - СМ.) , (30) 
С | т 
У — 1? (АТ. — ВМ — СМ.) ) 
откуда видимъ, что Л, №, у должны быть составляющими момента 


нфкоторой пары, такъ какъ они не зависятъ отъ положеня начала 
момента, т. е. координатъ точки (%,.Уо, 2). 


Слагаюния остальной части момента Р будутъ, на основания 
(35) и (40): 


О С 

Ви) бт №): 
ме-мв „(ВМА _,\ 

М -— и=О\ т 2, | — Ра —2), (4 

. МАС м.с—м,В 

ме) бе" 4). 


Выражения (41) представляютъ слагающия момента около точки 
(%,У,,2,) вектора А, проходящаго черезъ точку, координаты 1, 5 
которой суть: 
МС—М.В №А— ГС В—М,А 
я, А ет . (42) 


СлЪдовательно вообще можемъ представить: 
Г=А-В(#— 2) — СЯ— 3}, 
М=и+С6—ж)—А(—4), (13) 
№М=Уу-+ Ат—и)- В(&—2,), 


откуда видимъ, что моментъ данныхъ векторовъ выражается момен- 
томъ геометрической суммы В этихъ векторовъ, перенесенныхъ 
параллельно самимъ себф въ нфкоторую точку (5, 1, &#), и моментомъ 
пары, плоскость которой перпендикулярна къ А. 
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$ 24. Сохранене момента количества движеня или сохранене 
площадей. 


Если равнодЪйствующия силы, приложенныя къ свободнымъ мате- 
ртальнымъ точкамъ данной системы, обусловливаются взаимными силами, 
ДЪйствующими между упомянутыми точками, то так1я равнодфйствующ!я 
мы можемъ замфнить составляющими, которыя для различныхъ точекъ 
приложен1я попарно равны и направлены противоположно соотвЪт- 
ственно по однЪмъ и тфмъ же прямымъ. Моментъ каждыхъ дДвухЪ 
изъ такихъ составляющихъ будетъ равенъ нулю около веякаго начала; 
а сл$довательно равна нулю и сумма всЪхъ подобныхъ моментовъ, 
или по предъидущему параграфу, равенъ нулю моментъ веЪзхъ силъ, 
приложенныхъ къ точкамъ данной системы. 

Обозначимъ черезъ |, /,.../ Упомянутыя равнодЪйствующя 
веЪхъ взаимныхъ силъ, приложенныя къ различнымъ 2 точкамь си- 
стемы, а черезъ 9,, 0,...0, — длины перпендикуляровъ на направ- 
леня этихъ силъ изъ какого нибудь начала. Тогда, на основани 
предъидущаго: 


9. Ь 9, -.-Ь 4%=0, (44) 


ло=о. 


гдЪ сумма берется геометрически, т. е. каждое изъ произведен #9 
выражается опредЪленною прямою линею, и затфмъ всЪ такя лини 
слагаются геометрически. 

Разыщемъ теперь кинематическое значен!е предъидущихъ вы- 
ражен!й. Обозначая черезъ ж, т,...т и 9д., 9....90 соотвЪт- 
ственно массы и ускоремя точекъ системы, мы можемъ написать 
выражен1е (44) въ видъ: 


т. 919, -- 7.0.0, -- + - - - тд 0, =0 
ИЛИ (45) 


Хто =0 *) . 


Обозначая черезъ 4 элементь времени и умножая на него 
предъидущее выражен!е, имЪемъ: 


т, 9148.9 -- т,9.4.9 -- - - : т,9,9.9 = 0, 


или вообще 


*) Должно помнить, что равенство [—т9 тогда имЪетъ мЪето, когда никакая 
часть силы / не уравноввшена другою силою или сопротивленемъ. Поэтому урав- 
неше (45) имъетъ силу только для свободной системы. 
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или помня, что вообще 

04а = А, 
гдф Ао есть геометрическое приращеше скорости къ концу элемента 
времени (4, имЪемъ: 


У илед= 0, (46} 


гд% каждое 9 перпендикулярно къ соотвЪтетвующему Ао, ибо направ- 
лен!я ди Ао одинаковы. СлЪдовательно, геометрическая сумма 
моментовъ приращен!1й количества движен1я для 
каждаго момента времени равна нулю. 

Изъ предъидущаго параграфа мы знаемъ, что геометрическая 
сумма или разность моментовъ данныхъ векторовъ можеть быть пред- 
етавлена какъ моментъ геометрической суммы или разности векторовъ. 
Отсюда заключаемъ, что приращен!1е момента, обусловли- 
ваемое приращен1емъ вектора, равно моменту при- 
ращен!я вектора. СлЪдовательно наоборотъ, когда разсматри- 
ваемый векторъ представляеть с0б0ю количество движеня, то мо- 
ментъ приращенйя количества движеня равенъ приращеню момента 
количества движен1я. Но на основан (46), обозначая геометрическое 
приращен!е момента количества движеня черезъ АХиш.0, мы имфемъ 


\). ть. — А (т.0 = 0, | (47} 


гдЪ соотвЪтетвенныя вид различны по величин и направлен!ю, 
ибо 0 перпендикулярно къ Ао, а б—кь 9; направлешя же Ао и® 
вообще различны. 

Если приращене какого нибудь количества между всякими двумя 
произвольно выбранными и безконечно близкими моментами времени 
(началомъ и концомъ времени @) равно нулю, то само количество 
очевидно всегда остается одно и тоже. ВелЪдетв!е этого заключаемъ, 
чт0 моментъ количества движен!1я системы, около 
даннаго начала, остается одинъ и тотъ-же во все 
время движен1я системы, если это движен!е совер- 
шаетея подъ дЪйств1емъ взаимныхъ силъ системы. 
Это свойство моментовъ количества движеня извЪетно подъ именемъ 
закона сохранен!я момента движен! я. Моменты движен1я, 
взятые около различныхъ началъ, оставаясь одними и т№ми же для 
различныхъ временъ, будутъ очевидно вообще между собою различны. 
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Обращая внимане на то, что произведене 04 выражаетъ дли- 
ну пути, проходимаго движущеюся точкою въ течен!и элемента вре- 
мени 4 мы легко можемъ видЪть, что 946 представить удвоен- 
ную площадь треугольника, образованнаго лимями, проведенными изъ 
начала момента къ концамъ элемента пути 0$ и самимъ элементомъ: 
или иначе, 94.0 представляетъь двойную площадь, описанную въ 
элементъ времени рад1усомъ векторомъ движущейся точки около на- 
чала момента. Складывая подобныя площади, описанныя радусами 
векторами всфхъ массовыхъ единицъ, связанныхъ съ данною движу- 
щеюся точкою, мы получимъ очевидно 2049. если 7 есть масса 
движущейся точки. Складывая наконецъ геометричееки элементарныя 
площади, описанныя около даннаго начала рад1усами векторами веЪхъ 
массовыхъ единицъ системы, мы получаемъ 40%.6, при чемъ гео- 
метрическая сумма берется описаннымъ уже способомъ, какъ геоме- 
трическая сумма моментовъ. На основанги закона сохраненя момента 
движен1я заключаемъ далЪе, что, для каждаго изъ равныхъ и произ- 
вольно выбранныхъ элементовъ времени 0, геометрическая сумма 
вышеупомянутыхъ элементарныхъ площадей, т. е. 47.6, остается 
одна и таже. Но каждые два равные промежутка времени, произволь- 
ной конечной величины, могутъ быть разбиты на безконечное число 
равныхъ элементовъ времени, и каждая геометрическая сумма ко- 
нечныхъь площадей можетъ быть разбита на безконечно большое чи- 
село элементарныхъ. Если-же элементарныя части двухъ конечныхъ 
величинъ равны, то очевидно будутъ равны между с0б0ю и самыя 
эти величины, какъ двЪ суммы, состоящия изъ равнаго числа равныхъ 
слагаемыхъ. На основани такихъ соображен!Й заключаемъ, что гео- 
метреческая сумма площадей, описываемыхъ около 
даннаго начала рад1усами векторами всЪхЪъ массо- 
выхъ единицъ системы въ течен!и равныхъ и произ- 
вольныхъ промежутковъ времени, остается одна и 
таже. Высказанная теорема носить назвае закона сохране- 
н1я площадей. 


На основан!и (31), моментъ количества движен!я около всякаго на- 
чала можетъ быть представленъ какъ сумма изъ момента нЪкоторой пары 
количества движен1я и момента всего количества движен1я, приложен- 
наго къ одной точкЪ. Но количество движен1я системы, приложенное 
КЪ ОДНОЙ тОчКЪ, т. е. геометрическая сумма Ум, равно нулю, когда 
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центрь инерщи системы непожвиженъ. СлЪдовательно, моментъ 
движен1я системы, и геометрическая сумма площадей, 
описываемыхъ въ равныя времена рад! усами вектора- 
ми массовыхъ единиць системы, остаются одни и тфже 
для всякаго начала, если центръ инерции системы не- 
подвиженъ. Если-же центръ инерцш движется, то моменты дви- 
жен1я системы около различныхъ точекъ разнятся между собою по 
стольку, по скольку разнятся моменты около тЪхъ-же точекъ коли- 
чества движешя центра инерцш, съ которымъ связана вся масса си- 
стемы. СлЪдовательно моментъ движения системы около какой либо 
неподвижной точки равенъ суммЪ изъ момента движенмя системы 
около движущагосл центра инерции и момента движения самого центра 
инерцш около упомянутой точки. Оба эти момента, независимо другъ 
отъ друга, не измфняются со временемъ. 

Если моментъ движеня системы остается постояннымъ, тои 
проложен!е его на какую нибудь неподвижную лин или плоскость 
тоже постоянно, или, что все равно, постоянна алгебраическая сумма 
проложен! составляющихь момента (т. е. моментовъ движеня каж- 
дой точки системы) на какую нибудь линю или плоскость. СлЪдо- 
вательно, алгебраическая сумма проложен площадей, относящихся 
къ каждой матер!альной точкЪ, на какую нибудь плоскость остаетея 
постоянною, если геометрическая сумма упомянутыхъ площадей по- 
стоянна. 

Обозначая черезъ 2 массы точекъ системы, черезъ т, у, #— 
соотвЪтетвующия координаты и черезъ #, ©, ю—слагающая скорости 
по осямъ координатъ, мы легко увидимъ, что алгебраическия суммы 


® ‚1 \ 
У» (:г — ву), У» (2х — иг), дт (#/ — 22), (48) 


представляютъ съ одной стороны проложеня момента около начала 
координатъ (т. е. его составляющя) на оси координатъ, а съ дру- 
гой— суммы проложен на плоскости координатъ удвоенныхъ площа- 
дей, описываемыхь соотвЪтетвующими радтусами векторами около 
начала въ теченши элемента времени (4, дЪленныя на 4. На осно- 
вани вышесказаннаго, три упомянутыя выражения должны оставаться 
неизмфнными со временемъ. 

Систему свободныхъ матер1альныхъ точекъ, движущихся подъ 
дЪйств1емъ взаимныхъ силъ и сохраняющую въ силу этого постояннымъ 
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свое количество движения 9/0 и свой моментъ движения №70. мы 
будемъ для краткости обозначать названемъ свободной консерва- 
ТИВНОЙ Системы. 


$ 25, Дфисте внфшнихъ силъ на свободную консервативную 
систему. 


Такъ какъ скорость центра инерщи системы и моментъ ея ко- 
личества движен1я не измфняются отъ взаимодЪйствя частей сиете- 
мы другъь на друга, то изм$неше упомянутыхъ количествъ должно 
обусловливаться причинами, лежащими внЪ данной системы, т. е. 
внфшними силами. Итакъ, результатомъ дЪйствья внЪшнихъ силъ на 
данную систему матер1альныхъ точекъ будеть измЪнен!е скорости 
центра инерши системы и момента ея движен1я. Но очевидно, что 
упомянутыми ДЪйствями внфшюя силы еще не опредфаяются впол- 
нЪ; точно также данныя внфши1я силы производятъь не одни только 
упомянутыя измЪнения. 

Обозначимъ черезъ /,,/....м результирующя внутреннихъ (вза- 
имныхь) силъ, дЪйствующихъ на каждую изъ # свободныхъ матераль- 
ныхъ точекъ данной системы, черезъ Р., А,... В, — внфшюя силы, 
приложенныя къ нфкоторымъ или ко всЪмъ точкамъ той-же системы, 
черезъ т., %....27т,„—массы точекъ системы и черезъ 9,, 95... 9— 
ихъ ускорен!л. Тогда, на основан!и втораго закона движен1я, имъемъ: 


ин = Е, ...... тд = р Е, (49) 


гдЪ суммы Г, ЕЁ, ит. д. вообще берутся геометрически. Складывая 
урр. (49) геометрически другъ съ другомъ, и замчая, что, на осно- 
ван!и третьяго закона движения, У/==0, мы получимъ: 

Утд = ХЕ 
или (50) 


Ао _ 
== Е, 


ГДЪ © обозначаетъ соотвЪтетвенно скорость каждой изъ точекъ систе- 
мы, а 4 есть нЪкоторый элементъ времени. ЛЪвая часть предъидущаго 
выражен!я представляетъ геометрическую сумму приращенй въ еди- 
ницу времени количествъ движен1я точекъ системы, т. е. иными слова- 
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ми— приращен!е геометрической суммы тЪхъ-же количествъ движе- 
н1я. 0бозначая это послЪднее приращене черезъ АХ, мы можемъ 
представить (50) въ видЪ: 

Ат 

а. 
Но если мы черезъ ТУ обозначимъ скорость центра инерц!и системы, 
а черезъ М— сумму веЪхъ ея массъ, то, на основани (23), будемъ 
ИМЪТЬ: 


—уя. (51) 


Уто - МГ п ме — М6, (52) 
гдЪ С’ есть ускорене центра инерщи. Поэтому 
Ма =>Е, (53) 


откуда видимъ, что ускореше центра пнерщи вполнЪ опредЪляется 
геометрическою суммою внЪшнихъ силъ и слЪдовательно не зависитъ, 
при одной и той-же величинЪ этой суммы, ни отъ величины или на- 
правленя каждой силы въ отдЪльности, ни отъ ея точки приложе- 
ня. Итакъ мы заключаемъ, что внъшн!1я СИЛЫ ИЗМЪНЯюЮТЬ 
движен{!е центра ннерц!и такимъ образомъ, какъ буд- 
то онЪ всЪ, безъ измфнен1я своего направления, бы- 
ли къ нему приложены, при чемъ вся масса системы 
была-бы связана съ ея центромъ инерции. 

Пусть налримЪръ нЪкоторая мгновенная сила подЪйствуетъ на по- 
коющуюся матер!альную точку 4, связанную съ массою т.. Результа- 
томъ этого дЪйств!я будетъ то, что черезъ единицу времени точка 4 пе- 
рейдетъ (рис. 57) въ 4’ по направлению сообщенной скорости, кото- 


А С в рая предетавитея лиею 4.4’; импульсь 

/ и— силы будетъ измфряться произведенемъ 
и т. АА!. Но если мы вообразимъ себЪ нф- 
А’ которую другую неподвижную точку Б, съ 
Рис. 57. массою 71,, и независимую отъ точки 4, 


то мы можемъ вее-таки разематривать 00% точки 4 и Б, какъ н\- 
которую систему, въ которой взаимныя силы, каждая въ отдЪльно- 
ети, равны нулю. Центръ инерции этой системы будетъ до перем щеня 
въ точкЪ С, выбранной такъ на .4Б, что АС: СБ =т.: т; по исте- 
чен1!и единицы времени онъ будетъ въ С", причемъ 4'С': С'Б = т, : та: 
отсюда слЪфдуетъ, что 4.А': СС' =(т + т,):т.. Туже самую вели- 
чину дая СС’ мы получили-бы, если бы представили себЪ, что 
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импульсъ 4.4’. т. подЪйствовалъ на массу 2, — 2,, связанную съ 
точкою С, ибо тогда скорость СС’ опредфлилась бы изъ уравнен!я 
АА. т, = СС' (т -+ ть). 

Точно также очевидно, если система точекъ находится, кромЪ 
взаимныхъь силъ, еще подъ дЪйстыемь внфшнихъ силъ, то м0- 
ментъ ея количествъь движеня не остается уже вообще одинъ и 
тотъ-же. Изм нене-же этого момента обусловливается только внЪш- 
ними силами. Обозначимъь черезъ 0 длину перпендикуляра опущен- 
наго изъ даннаго начала на направлен!е ускорен1я 0 нЪкоторой точки 
системы, черезъ б— длину перпендикуляра на направлен!е одной изъ 
взаимныхь силъ [, приложенной къ этой точкЪ, и черезъ э— длину 
перпендикуляра на соотвЪтственную внфшнюю силу Р. Тогда, образуя 
геометрическую сумму моментовъ ускорен1й вефхъ массовыхъ единицъ 
системы, мы получимъ, на основаши (49): 


10.9 = 31.0 -- ХР.ъ, (54) 

или такъ какъ, на основами свойетвъ взаимныхъ силъ 9 = 0. то 
19.0 = УР.о. (55) 

Приращен!е-же въ, теченйи элемента времени 4, момента коли- 
чествъ движен1я системы, которое мы обозначимъ черезъ АУ7..5, 


ГЛЪ 6 есть соотвЪтетвенный перпендикуляръ на направлен1е скоро- 
сти 9, опредЪлится изъ соотношеня: 


А. те. — )т9.0) Ч. 


СлЪдовательно по (55): 


Ао. =)Ро ЧФ. (56) 


Такимъ образомь, зная величину, направлен!е и точки приложеня 
внЪшнихъ силъ, мы можемъ вычислить для каждаго элемента вре- 
мени величину )'(Ё.) 4, которая представить намъ приращене 
геометрической суммы моментовъ количеетвъ движен1я системы. 

Величина внЪшнихЪ силь и ихъ точки приложеня могутъ быть 
очевидно таковы, что или геометрическая сумма этихъ силъ, или 
геометрическая сумма ихъ моментовъ, или 06% суммы вмЪеть, рав- 
НЫ НУЛЮ. 

Въ первомъ случа, т. е. когда 


хР=0, 
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центръ инерции системы остается въ покоЪ или движется равномЪрно и 
прямолинейно. ДЪйств1е внЪшнихъ силъ проявляется въ такомъ случаЪ 
въ измЪнен!и геометрической суммы площадей, описываемыхъ въ равные 
промежутки времени массовыми единицами системы около ея центра 
инерц!и или другой какой-либо произвольно выбранной неподвижной 
точки. ВромЪ того въ данномъ случа$, на основан!и (30), моментъ внЪш- 
нихъ силъ будетъ одинъ и тотъ-же около всякаго неподвижнаго начала; 
слЪдовательно и приращене упомянутой геометрической суммы описы- 
ваемыхъ площадей будетъ для даннаго промежутка времени одно и 
тоже, около какой неподвижной точки мы эти площади ни отечиты- 
вали-бы. Обозначимъ черезъ % моментъ количества движен1я систе- 
мы, для даннаго момента времени, около нЪъкоторой произвольно вы- 
бранной точки 4, черезъ У — такой-же моментъ, для того-же момента 
времени, около центра инерщи системы, черезъ Л— массу системы, 
черезь Г— скорость центра инерщи и черезъ 4— перпендикуляръ изъ 
А на У. Тогда мы имъемъ вообще: 


= МУ. а. (57) 


Даля какого нибудь другаго времени мы вообще будемъ имЪть для 
той-же системы 


3 — 3% > МУ". 4. (58) 


Если геометрическая сумма внфшнихЪъ силъ равна нулю, то = ру 
и {=4. Сл довательно тогда 


=, (59) 


и кромЪ того для даннаго времени 3% ИЛИ С будутъ соотвЪтетвенно 
одинаковы около веякаго начала. Отсюда заключаемъ, что прираще- 
н|е момента количества движен!я подъ дЪйств1емъ 
внЪшнихъ силъ, геометрическая сумма которыхъ рав- 
на нулю, будетъ въ данный промежутокъ времени одно 
итоже—какъ около любаго неподвижнаго начала, такъ 
и около движущагося центра инерц!и системы. Но мо- 
ментъ количества движеня системы, вычисленный для даннаго момента 
времени, представляеть геометрическую сумму площадей, которыя опи- 
сали-бы около соотв тетвующаго начала воЪ массовыя единицы Си- 
стемы въ течеши единицы времени, если-бы моментъ количества дви- 
женя остался неизмннымъ. СлЪдовательно, приращене упомяну- 
таго момента представляетъ, для каждаго времени, соотвЪтотвующее 
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прнращене геометрической суммы площадей, которое по предъиду- 
щему будетъ для даннаго промежутка времени одно и тоже, около 
всякой неподвижной точки и около движущагося равномфрно и пря- 
молинейно центра инерщи. 


Очевидно также, что для разсматриваемаго случая, т. е. когда 
УР = 0. дъйствие внЪшнихЪ силь на систему. по отношению къ из- 
мнению ея момента количества движен!я, можеть быть замЪнено 
дЪйстнемъ всякой пары силъ, моментъ которой равнялся бы по ве- 
личинЪ и направленю моменту данныхъ внфшнихъ силъ. При этомъ 
конечно измфнен1я, производимыя данными силами или замфняющею 
ихъ парою въ скоростяхъ отдфльныхъ точекъ системы, будутъ во- 
обще различны. 


Если геометрическая сумма И не равна нулю. но при этомъ. 
существуетъ нЪкоторое начало, около котораго геометрическая сумма 
моментовъ силъ обращается въ нуль, т.е. если 


Е. =0, 


то геометрическая сумма площадей, описываемыхъ массовыми едини- 
цами около упомянутой точки въ равные промежутки времени, остается 
одна и таже. Количество движеншя центра инерщи при этомъ 0че- 
видно будетъ измЪняться, также какъ и моментъ количества движе- 
Ня системы около другихъ точекъ, кромф упомянутаго выше начала. 
По отношеню къ измфнен1ю момента количества движеня системы 
около другихъ точекъ, внЪшия силы въ данномъ случаЪ могутъ быть 
замфнены одною, проходащею черезъ точку нулеваго момента и рав- 
ною геометрической суммЪ вефхъ данныхъ. 


Если точка нулеваго момента совпадаетъ съ центромъ инерции, 
т. е. если равнодЪйствующая внЪфшнихъ силъ проходить черезъ этотъ 
послфдний, то результатъ дЪйетв!я этихъ еилъ будеть состоять только 
въ измфнеши движен1я центра инерци; измфнен!е-же момента коли- 
чества движеня около какого нибудь начала, не совпадающаго съ 
центромъ инерщи, будетъ завиефть только отъ измфнев!я скорости 
этого послдняго. ДЪйствительно, на основани (30), геометрическая 
сумма моментовъ количества движен!я системы около любаго начала 
будеть равна только моменту геометрической суммы количеству, 
движен1я, приложенныхъ къ центру инерщи, т. е. моменту количествъ 


хвижен1я самого центра инерцти. 
10 
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Еели моментъ внЪшнихъ вилъ будетъ равенъ нулю около вея- 
каго начала, то внЪшыя силы должны быть приложены по напра- 
вленю внутреннихъ, и геометрическая сумма ихъ равна ‘нулю; Т. е. 
другими словами, эти силы не производятъ никакого измЪнен1я во 
внЪшнемь движени системы, по отношенмю къ центру инерщши и 
описываемымъ площадямъ. 


Наконецъ, въ самомь общемъ случаЪ, когда геометрическая сумма 
внЪшнихъ силъ не равна нулю и когда нЪфтъ точки нулеваго момен- 
та, измфняется какъ движен!е центра инерции, такъ и величина м0- 
мента количества движеня. При этомъ, какъ это видно непосред- 
ственно изъ (57), измЪнеше момента количества движен1я, около лю- 
баго начала 4, будетъ равно суммЪ изуЪнен!й момента около центра 
инерщи и момента количества движен!я самаго центра инерщи около 
А. Эти измфненя могутъ быть представлены, какъ результатъь ДЪИ- 
ств1я нЪкоторой силы, приложенной къ центру инерши и нъкоторой 
пары. 


Разсмотрфнныя выше дЪйствя внЪшнихь силъ на систему ма- 
теральныхъ точекъ ведутъ насъ къ боле точному предетавлешю о 
матер1альной точкЪ, связанной съ опредъленною массою, какъ 09 
центр инерщи этой массы. Дфйствительно, имЪя въ виду изелЪдо- 
вать только измфнен1я движеня массы, одинавмя для вофхъ ея то- 
чекъь, мы вполнЪ опредЪлимъ эти измфненя, изелдуя движене ел 
центра инерции; а это послЪднее опредфляется величиною и наира- 
вленемъ силъ, дЪйствующихъь на массу извнЪ, независимо отъ ихъ 
точекъ приложеня, велЪдетв1е чего мы можемъ въ данномъ случаЪ 
разсматривать всЪ эти силы приложенными къ одной матеральной 
точкЪ, въ которой сосредоточена вся масса системы, т. е. къ цен- 
тру инерции. Представляя матермальную систему, какъ состоящую 
изъ матеральныхъ точекъ, мы разематриваемъ большее или меньшее 
число центровъ инерщи новыхъ матер!альныхъ системъ, на который 
подраздЪляемъ старую. Такое подраздЪлене мы ведемъ до тъхъ поръ 
пока не остановимся на такихъ системахъ, движене которыхъ около 
ихъ соотвЪтотвенныхъ центровъ инерци мы не можетъ опредЪлить, 


или не считаемъ нужнымь опредЪлять, для рЪшеня соотвЪтетвую- 
щей задачи. 


ры 
г 
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26. Работа силы. 


Если точка приложения силы движется, то та часть силы, ко- 
торая направлена по одной прямой съ перем$щенемъ ея точки при- 
ложеня, производить работу. Работа силы измЪряетея произведе- 
ч1емъ изъ длины пути, пройденнаго точкою приложеня силы и ве- 
личины силы, совпадающей съ направленемъ этого пути. 

Вообще направлен!я силы и движеня ея точки приложеня не 
совпадаютъ другъ съ другомъ. Такъ, при всякомъ криволинейномъ 
движен!и направления ускореня, т. е. силы, и скорости, т. е. эле- 
мента пути движущейся точки, различны. Точно также и въ случаъ 
прямолинейнаго движения направленя движеня и разсматриваемой 
силы могутъ не совпадать другъ съ другомъ, если эта послЪдияя 
во все время движен1я уравновЪшивается другою силою ей равною 
и противоположною. СуБдовательно, чтобы опредЪлить величину ра- 
боты, соотвфтетвующей данному перемфщеню, нужно найти часть 
силы, совпадающую съ перемфщенемъ. Эта посл дняя представляетея 
очевидно тою изъ двухъ взаимно перпендикулярныхъ слагающихь 
данной силы, которая совпадаетъ съ перемфщенемъ (см. $5), и 
будетъ слЪдовательно ортогональнымъ проложенемъ силы на пере- 
иЪщен!е. Итакъ, если и 3 суть величины данной силы и прямо- 
лннейнаго перемщен!я ея точки приложеня, а х— уголъ между на- 
правленями упомянутыхъ величинъ, то работа [, соотвфтетвующая 
перемьщенио 3, будетъ 


[= Е. 005&.$, (60) 


и слЪдовательно выразится произведенемъ: или изъ проложентя 
силы на перемфщен!е и величины перемфщен1я, или 
изъ проложен1я перемфщен!я на силу и величины 
СИЛЫ. 

Еели сила направлена перпендикулярно къ данному перемфще- 
ню, то работа ея при этомъ перемфщенш равна нулю; если напра- 
влен!1я силы и перемфщеня образуютъ тупой уголъ, то соотвЪтетвую- 
щая работа отрицательная, ибо косинусъ тупаго угла отрицатель- 
ный. Но съ другой стороны сила, перпендикулярная къ данному на- 
правлен!ю нли ему прямо противоположная не можетъ обусловливать 
въ этомъ направлении перемфщен!я, т. е. положительнаго прираще- 
ня скорости. Слфдовательно, если работа силы для даннаго перем$- 
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щен!я равна нулю или отрицательная. то соотвЪтетвующее перемЪ- 
щен!е вызвано не этою силою. Такъ напримЪръ. при равномфрноза- 
медлительномъ движен!и работа замедляющей силы отрицательная, и 
перем щене движущейся точки обусловлено не силою, дЪйствующею 
противъ этого перемфщешя, но первоначальною скоростио; при рав- 
номфрномъ движени по кругу работа центростремительной вилы рав- 
на нулю, и перемфщен!е точки по кругу обусловлено первоначальною 
скоростшю по касательной, и т. п. 

Если къ данной точкф приложено нЪеколько силъ Ё,, Ё,... Ё,, 
направлен1я которыхъ образуютъ углы &, ®,...х @Ъ перемфще- 
шемъ 3 точки, то сумма работъ этихъ силь будетъ 


[= (Е, соя, + Е, с08х,-—.. . Е, 08а.) 3. (61) 


Но величина въ скобкахъ, выражая сумму проложен данныхъ силъ 
на лнн!ю $, представляеть (\ 4} проложене на туже лин!ю ихъ 
равнодЪйствующей; т. е. если Ебудетъ эта равнодЪйствующая их— ея 
уголъ съ $, то 


(Е, соз а, -- Е, с08 а... . Е, с0за,) 3 = Е. 6089.3. (62) 


СлЪдовательно, алгебраическая сумма работъ данных ъ силъ. 
приложенныхъ къ данной точкЪ, равна работЪ ихь 
равнодЪ Яствующей. Точно также, если $, 3....9, суть сла- 
гающ!я даннаго перембщеня по какимъ нибудь 7 направленямъ, то, 
обозначая черезъ а,, а,,.. углы этихъ направленй съ силою ЕЁ. 
мы имфемъ 


$605 @ == $, 60$ @, - $. ©08 а, -- : - - $1 60$ @1 , 


ибо проложен!е 3 на какое нибудь направлеше равно суммЪ проло- 
жен!й на тоже направяен1е составляющихь отъ $. СлЪдовательно: 


Есоза. 3 = Ре08а,. 3, | Е 6034... .. . Е 503 а, .3%, (62) 


т. е. алгебраическая сумма работъ, выполненныхъ дан- 
ною силою при различныхъ перем щен1яхъ ея точки 
приложен!я, равна работ$ той-же силы при результи- 
рующемъ перемЪъщении. 

Если точка приложен!я силы движется криволинейно, то работа 
силы на данномъ отрЪзкф кривой будеть равна суммЪ работъ на 
прямолинейныхъ элементахъ, изъ которыхъ этотъ отрЪзокъ составленъ. 
При этомъ величина и направлене силы на разныхъ злементахъ мо- 
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гуть быть различны; но самые элементы должны быть выбраны на 
столько малыми, что для каждаго изъ нихъ величина и направлене 
силы могутъ быть разсматриваемы, какъ неизмЪнныя. СлЪдовательно, 
если Ё, 43 и & предетавляютъ силу на данномъ элемент кривой, 
длину элемента и уголъ между Ри 3, то работа на данномъ отрЪзкЪ 
кривой выразится алгебраической суммой 


) 
Г = УР. 05. 4$, (68) 


въ которой будетъ столько слагающихъ, сколько элементовъ длины 
4$ укладываетея въ данномъ отр№зкЪ кривой. 

Важдая элементарная работа Ё’с0$ «. 43 можеть быть выражена 
площадью прямоугольника, основан!е котораго равно длинЪф элемента 
4, а высота—силЪ Ееоза, дЪйствующей въ направлениг этого по- 
слфдняго. Сумма подобныхь элементарныхъ площадей выразить всю 
работу // въ форм. (63), и предетавитъ площадь, между прямою АБ 
(рис. 58), длина которой равна длинф отрфзка 3, и кривою аб, пред- 


у 


6 а ставляющею законъ измфненя 
г 3 р тангенщальной силы по раз- 
— личнымь эдементамъ. За основа- 
| н1я элементарныхь прямоуголь- 

А 25 7. а ^ В’ никовъ мы можемъ брать вели- 

- Рис. 58. 


чины (5.05 а, т. е. проложеня 
элементовъ пути на силу, а за высоты Ё. Тогда работа Г, выразится 
площадью. между прямою 4'Б’', вообще другой длины чЪмъ АВ, п 
кривою а'0', отличною отъ а6; но эта площадь очевидно должна быть 
равновелика первой, ибо 00% онф измЪряютъ одну и туже величину 
[, и составлены изъ одинаковаго числа равновеликихъ элементар- 
ныхъ площадей. 

Работа мгновенной силы выразится также произведешями (60) 
илн (63), ГДЪ каждое перемфщене (43 будетъ представлять ту длину, 
на которую точка приложения мгновенной силы передвинута въ те- 
чеши времени & дЪйствя этой силы. Обозначая импульсъ силы ЕЁ 
черезъ „Л. мы имфемъ 


] == Е и Е Теда". (63') 


. @8 р 
Такъ какъ время $ безконечно мало, то отношене -; можеть быть 


конечною величиною. и слфдовательно, работа мгновенной силы, при 
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безконечно маломъ перемфщени ея точки приложеня, можетъ быть 
конечною. 

Единица работы выполняется, когда точка приложен1я, единицы 
силы, т. е. дины, перемфщаетея на единицу длины, т. е. на ОДинЪ 
центиметръ, въ направлении этой силы. Такимъ образомъ опредлен- 
ная единица работы носить назваме—эргъ. Очевидно, что эргъ, 
будучи выраженъ въ основныхъ единицахъ длины, времени и массы, 
представится въ слЪдующемъ ВИДЪЬ: 


грам. цен.?* 


эргъ — дин. цет. — 5 
сек. 


(64) 


эргъ == грам. (един. скорости), (64') 


откуда видимъ, что работа всегда представаяетея какъ нЪкоторая 
масса, умноженная на квадратъ нФкоторой скорости. 

Замфтимъ, что вообще всякая величина, выражающая произведение 
изъ силы и длины, какъ напримЪръ моментъ силы, измфряется единица- 
ми. составленными изъ произведеня дина. цент. и однородными съ эр- 
гомъ: но очевидно, такя величины не всегда будуть представлять 
нЪкоторую совершенную работу. Однако всегда можно с60% предета- 
вить такую работу, которая, будучи совершена, выразится упомяну- 
тою величиною. Такъ напримфръ, представимъ себф нЪкоторую силу 
Ё, обусловливающую нЪкоторый моментъ въ М ед. момент. пусть 
4 будетъ разстояне точки приложеня силы отъ начала момента и 
пусть Е будетъь перпендикулярна къ 4. Тогда 


М ел. мом. = Ё.4 дин. цент. 


Если теперь точка приложеня силы Ё опишетъ около начала мо- 
мента дугу круга въ угль равномъ единицЪ, и во все время этого 
перемфщеня ХР будеть оставаться перпендикулярна къ 4, то 60- 
товЪтетвующая работа будетъ очевидно 


ЁЕ.а дин. цент. —= М эрг. 


$ 29. Общее услове равновфся силъ, дЪйствующихь на сво- 
бодную или несвободную точку. 


Силы, дЪйствующия на одну или нЪеколько матерлальныхъ то- 
чекъ. свободлныхь или несвободныхъ, тогда находятся въ равно- 
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вЪ ети. когда не могутъ обуеловливать такихъ перемфщен!й точекъ, 
как!я для нихъ возможны. Такое опредфлене равновЪеля не исклю- 
чаетъ очевидно возможности, для каждой изъ взаимно уравновЪфши- 
вающихся силъ въ отдфаьности, производить то или другое изъ воз- 
можныхъ перемфщенй точки или системы, ибо только совокупное 
дЪйств!е силъ обусловливаетъ ихъ равновЪс1е, которому каждая сила 
отдЪаьно можеть и не удовлетворять. Система, находящаяся подъ 
дъйствемъ взаимноуравновЪшивающихея силъ, можетъ вообще нахо- 
дитьея въ покоф или какомъ угодно движени; но въ этомъ послЬд- 
немъ случаЪ соотвЪтетвующия ускорения будутъ обусловливаться не 
взаимноуравновъшивающимися силами, а какими либо другими. 

Если матеральная точка совершенно свободна, то всякая сила 
къ ней приложенная обусловить нЪкоторое измфнен1е движен!я, что 
слъдуетъ изъ самаго опредъленя силы. СлЪфдовательно нЪеколько 
силъ, приложенныхъь къ одной матерлальной точкЪ, тогда взаимно 
уравновЪшиваютея, когда ихъ равнодЪйствующая, т. е. геометриче- 
ская сумма, равна нулю. Тоже самое услов!е можно выразить дру- 
гими словами, утверждая, что сумма работь взаимноуравновЪ шиваю- 
щихся силъ, приложенныхъ къ одной свободной точкЪ, будетъ равна 
нулю при во$хъ возможныхъ перемфщен1яхъ, которыя мы можемъ 
приписать свободной точкЪ. ДЪйствительно, упомянутая сумма работъ 
будетъ всегда равна работЪ равнодЪйствующей; а эта послЪдняя 
равна нулю. 

Кели матер!альная точка будетъ не свободна, т. е. если она 
заранЪе не будетъ имфть возможности перемфщаться по н$кото- 
рымъ направленямъ, то силы. на нее дЪйствуюния, будутъ и по- 
давно уравновЪфшивать другъ друга. если вышеизложенное усло- 
в1е удовлетворяется, т. е. если равнодЪйствующая этихъ сплъ 
равна нулю. Но очевидно, это уелове не есть необходимое, ибо 
точка будетъ въ положени равновЪея, когда равнодЪйствующая къ 
ней приложенныхъ силъ и не равна нулю, но направлена въ ту сто- 
рону, куда точка не можетъ перем$щаться, будучи по услов!ю не- 
свободна. 

Отраничен1е свободы перемфщенй матертальной точки мы мо- 
жемъ себЪ представить въ слфдующихъ видахъ: 1) точка не можеть 
оставить нЪкоторую поверхность, или нЪкоторую линию: т. е. можетъ 
перемБщаться только по данной поверхности, или лини (другими сло- 
вами, по двумъ поверхностямъ заразъ); 2) точка не можетъ перейти 
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на другую сторону данной поверхности или двухъ, или трехь взаим- 
ноперес5кающихся поверхностей; т. е. точка можетъ перемфщаться 
по данной поверхности, но можетъ ее оставить только въ одну сторону 
отъ нел, или можетъ оставить поверхность, только перейдя на другую 
поверхность или линю. Бъ первомъ случаЪ, если точка, будучи по- 
мфщена на данномъ элементЪ поверхности или лини, не можетъ оста- 
вить этого элемента, и неремфщается только вдоль по нему, мы заклю- 
чаемъ, что точка не можеть перемфщаться относительно той плоско- 
сти или прямой лини, безкопечно малыми частями которыхъ мы се- 
0% представляемъ элементъь поверхности или линш. Невозможность 
же перемъщеня относительно плоскости или лими соотвЪтетвуетъ, 
какъ было объяснено въ \ 5, невозможности движеня по перпенди- 
куляру къ той или другой. Сафдовательно, если равнодЪйствующая 
силъ, приложенныхь къ данной матемальной точкЪ, направлена въ 
ту или другую сторону вдоль по нормали къ поверхности или лини, 
съ которыхъ точка не можетъ сходить прочь, то эта равнодЪйетвую- 
щая не будетъ въ состояни произвести ни одного изъ возможныхъь 
для точки перемфщенй, ибо эти посл$дня будуть перпендикулярны 
къ упомянутой равнодЪйствующей; а этого достаточно для удовле- 
творен1я условтя равновЪе1я. Для каждаго элемента поверхности или 
линш направлене равнодЪйствующей будетъ различно, и слЪдователь- 
но данная сила. удовлетворяющая услов1ю равновЪе1я на одномъ эле- 
мент, не будетъ ему удовлетворять на другомъ, если ея направле- 
не не измфнитея. Но въ различныхъ безконечно другъь къ другу 
близкихъ точкахъ одного и того-же поверхностнаго или линейнаго 
элемента одна и таже сила булетъь выполнять условтя равновЪеля, 
ибо всЪ точки такого элемента принадлежатъ одной и той-же пло- 
скости или прямой линш, перпендикуляры къ которымъ не мЪняютъ 
своего направлешя. 

Если матер!альная точка, находящаяся при упомянутомъ уело- 
вш въ равновфои на какомъ нибудь плоскомъ или линейномъ эле- 
ментЪ, будеть передвинута вдоль соотвЪтетвующей поверхности или 
лини безъ нарушеня равновЪе1я, т. е. если во время перем$щеня 
сила будетъ оставаться перпендикулярною къ соотвЪтетвующимъ 
элементамъ, то работа силы будетъ очевидно равна нулю. Но если 
точка будеть передвинута безконечно мало, то она не выйдеть изъ 
соотвфтетвующаго элемента и будетъ оставаться въ условяхъ рав- 
новЪея. СлЪдовательно, услов!е равновЪе1я точки на какомъ нибудь 
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элементЪ поверхности или линш, которыхъ точка не можеть поки- 
нуть, будетъ состоять въ томъ, что работа силы, дЪйствующей на 
точку, будетъь равна нулю при всякомъ возможномъ безконечно ма- 
ломъ перемфщени точки. 


Если точка можетъ перемфщаться вдоль по поверхности и въ 
одну сторону отъ этой послфдней, то она останетея въ равновЪели, 
если сила, къ ней приложенная, будетъ направлена по нормали къ 
поверхности, и притомъ—въ сторону противоположную той, по кото- 
рой точка можетъ покинуть поверхность. Услов!е равновЪеля при 
этомъ, по отношению къ возможной работЪ, выразится тфмъ, что при 
всякомъ возможномъ перемфщен!и точки работа силы къ ней прило- 
женной будетъ равна нулю (когда возможное перемфщене идетъ по 
поверхности перпендикулярно къ силЪ) или будетъ отрицательная 
(когда возможное перемфщене идетъ прочь отъ поверхности, и стало 
быть. подъ тупымъ угломъ къ вилЪ}. 


Разобранные выше частные случаи равновфея свободной или 
несвободной точки уясняютъ намъ слфдующее общее заключене от- 
носительно услов равновЪе1я матертальной точки. Еели силы, дъй- 
етвующ!я на матеральную точку, взаимно уравновфшиваются, то ихъ 
равнодЪйствующая не можетъ произвести ни одного изъ возможныхъ 
для точки перемфщенй. СлЪдовательно, если мы представимъ себ\ 
какое либо изъ такихь перемфщешй совершившимея, то работа рав- 
нодьйствующей, или сумма работъ слагающихъ, не можетъ при этомъ 
быть положительною, ибо упомянутое перемфщен!е обусловливается 
не данными силами. Всякое возможное перемфщене должно быть вы- 
бираемо при этомъ такимъ образомъ, чтобы на его протяженш ве- 
личина и направлене разсматриваемыхъ силъ не измфнялись: слъЪ- 
довательно вообще перемфщене должно быть выбрано безконечно 
малымъ. Итакъ, силы, дЪиствующ!я на свободную или не- 
свободную матер1альную точку, будутъ въ равновЪ%- 
ен, если, при всякомъ возможномъ безконечно ма- 
ломъ перем 5 щенти точки изъ ея даннаго положения. 
работа упомянутыхъ силъ будетъ равна нулю или от- 
рицательной величин $. 


Обозначимъ черезъ /,, ›.../, силы, дЪйствующя на данную 
матер!альную точку, и черезъ бз— одно изъ произвольно выбранныхъ 
возможныхь безконечно малыхъ перемфщен! точки. Тогда вышеуно- 
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мянутое услов1е равновЪе1я выразится рядомъ такихъ соотношений: 


[Г со8 (63,/,) + Ё, 0$ (68,/,)-—-. - 60$ (68. „5198 = 0, (65) 


или короче. 


^! 


[3/08 (68.1) 080, (65)' 


которыя должны существовать дая каждаго изъ возможныхъ для 
и м 

точки перемфщенй 9$: или другими словами, неравенство (65) долж- 

но быть удовлетворено любымъ изъ возможныхъ перемвщенй 65. 


Такъ какъ величина и направленме каждой силы (какъ вообще 
всякаго вектора) вполнф опредфляются тремя составляющими по 
тремъ даннымъ осямъ координатъ, то и услов1е равновЪея силъ. 
опредфаяя эти послЪдн1я, должно давать соотношен1е между ихъ со- 
ставляющими по даннымъ осямъ. Пуеть Х,, Х,...Х, будуть соета- 
ваяющя силъ по 06и въ и У, Я,.... Г, 91, 4... — 1 
двумъ другимъ оеямъ; пусть 6х, ду, 0г будуть проложеня на соот- 
вътетвующя оси какого нибудь возможнаго перемъщен!я точки; тогда 
работа силы Х, при этомъ перемфщенш, равная произведен!ю изъ 
силы и проложен!я перемфщеня на силу, будетъ очевидно Х, 65, ит. д. 
Такъ какъ работа равнодЪйствующей равна алгебраической суммуъ 
работъ слагающихъ, то услов1е (65) выразится черезъ 


(ХХ, +... ХХ) -(У + У, +... У,) 89 в) 
-- (+ 9, + "° - 2,)62=0, 
< 
или вообще: 
(ХХ) сх - (УУ)ду- (ХИ) и 0, (66)! 


гдЪ суммы, какъ и въ (65)', берутся алгебраичееки. Давая величи- 
намъ 6л,бу, 6г различныя положительныя и отрицательныя значе- 
ня, мы очевидно можемъ перепробовать веЪ возможныя дая разсма- 
триваемой точки перемфщеня. 


Если точка свободна, т. е. если для нея веф перемфщеня воз- 
можны, то услов1е (66)' можетъ существовать только въ видЪ ра- 
венетва. ДЪйствительно, если для НЪкоторыхъ величинЪ бл, бу, 62 
лЪвая часть (66)' дЪлаетея отрицательною, то для тЪхъ-же величин, 
но съ обратными знаками, которыя тоже возможны, она дфлается 
положительною. СлФдовательно услов1е въ видЪ неравенства можеть 
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существовать только тотда, когда возможное для точки перемфщен!е ееть 
такого рода, что его проложеня не могутъ одновременно м%нять евоего 
знака, т. е. когда вмфетЪ съ даннымъ перемфщен!емъ не возможно 
ему прямо противоположное. Возвращаясь къ случаю свободной точ- 
ки, мы видимъ, что сумма трехъ произвольныхъ и независящихъ 
другъ отъ друга величинъ, хотя и безконечно малыхъ, тогда будеть 
равна нулю, когда каждый членъ суммы отдфльно равенъ нулю, 
т. е. когда 


хх—=0, УУ=0, У7=0, 


ибо сами ох, бу, 62 всегда быть равными нулю очевидно не могутъ. 
Такимъ образомь приходимъ къ извфетному уже намъ условно рав- 
новЪс1я свободной точки. 

Если точка не можетъ сойти съ плоскости, то представляя себъ 
оси координатъ такимъ образомъ, чтобы ось #—овъ была перпенди- 
кулярна къ плоскости, будемъ имЪть всегда 92 = 0, а слЪдовательно 
(;7)6г=0, какова бы ни была У1; услов1е же (66)' обратитея въ 


Ух2 Уу; 0 
^.9% 7 у > , 


при чемъ, такъ какъ движен!е въ плоскости возможно во веЪ стороны, 
то бд и бу, будучи произвольны, мотутъ быть вмЪъеть отрицательны 
и положительны; поэтому услов1е можетъ существовать только въ вихъь 
равенства, и каждый членъ суммы долженъ обращаться въ нуль: т. е. 
должно быть: 

ХХ =0 и УУ-=0. 


откуда видимъ, что точка будеть въ равновЪеш, когда на нее дЬй- 
ствуетъ какая нибудь сиза УИ, перпендикулаярная къ плоскости сво- 
бодныхъ перемъщений. 

Предположимъ, что, при томъ же выборЪ осей координатъ, точ- 
ка можеть оставить свою плоскость, но только— въ сторону положи- 
тельнаго направлен1я оси 2—овъ, при чемъ въ самой плоскости она 
можеть перемфщаться во всЪ стороны. Этому предположению будетъ 
соотвЪтетвовать очевидно услов!е, что 62 можетъ быть только поло- 
жительнымъ, а 9 и ду могутъ быть как!я угодно, независимо другъ отъ 
друга и отъ 02. Такъ какъ перемфщен!е 6г=0 есть одно изъ воз- 
можныхъ, то должно между прочимъ оправдываться услов1е 


Ух — Му — 
2.95 - Уз. ви—0, 
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которое, какъ прежде, при совершенной произвольноети 65 и бу, при- 
водитъ къ заключеню, что УХ = 0и УУ = 0, велъдетве чего (66)' 


обращаетея въ 
\ 
2.4: — 0 ‚ 
< 


ГДЪ 02 можеть быть только положительнымь (или нулемъ). СлЪдо- 
вательно 


%и—0: 
< 


т. е. точка будетъ въ равновЪфош подъ дЪйств!емъ силы, периенди- 
кулярной къ плоскости ея возможныхъ перемфщенй и направленной 
въ ту сторону, въ которую точка не можетъ сойти съ плоскости. 
Если точка не можетъ сойти съ данной линш, которую мы мо- 
жемъ выбрать за ось И—овъ, то 0х = 0 и ду=0: слЪфдовательно 


услов!е (66)’ обращается въ 27.0220, или по произвольности 52 


въ Уй =0. При этомъ очевидно, УХ и УТ могутъ быть кавя угодно. 


$ 23. Общее услове равновфся свободной или несвободной 
системы связанныхъ между собою матер!альныхъ точенъ. 


Точки системы евязаны другь съ другомъ, когда одно изъ 
перемъщен какой либо изъ этихъ точекъ влечетъ за с0б0ю необ- 
ходимо перемъщен!я другихъ. Но это опредфлеше связности системы 
вообще не исключаетъь возможности существования для данной точки 
такого перемфщен!я, при которомъ остальныя точки, всЪ или нъко- 
торыя, останутся на евоихъ прежнихь м$етахъ. Большее или мень- 
шее число такихъ перемфщенй точекъ системы, при которыхъ одни 
передвижен1я необходимо вызываютъ друпя, обуеловливаетъ большую 
или меньшую степень связности системы. 

Система будетъ въ равновфеи, если про каждую ея точку мы 
можемъ сказать, что равнодЪйствующая къ ней приложенныхъ силъ 
не направлена ни по одному изъ возможныхъ для точки перемЪъще- 
НЙ. Трудность опредълен!я случаевъ, когда вышесказанное условие 
осуществляется, заключаетея въ томъ, что равнодфйствующая Силъ, 
дЪиствующихь на данную точку системы, опредфляетея не однЪми 
только даннымн силами, приложенными непоередетвенно къ этой 
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ТочкЪ, но и силами, приложенными къ другимъ точкамъ системы, 
связаннымъ съ первою. Такимъ образомъ мы должны прежде всего 
изелфдовать, какя силы прибавляются къ данкымъ непосредственно 
приложеннымъ къ точки силамъ.— прибавляются велфдетв1е дЪйствя 
сплъ на другя точки, связанныя съ первою. Услов!я связности 
системы должны быть при этомъ даны вполнЪ: т. е. мы должны 
знать, какя перемфщеная точекъ системы изъ ея даннаго положеня 
обусловливаются каждымъ изъ возможныхь перемфщенй любой ея 
точки въ оттБльности. 

Предетавимъ себЪ силу, приложенную къ данной точкЪ „4 си- 
стемы по одному изъ ея возможныхъь перем5щенй 55. Въ такомъ 
случаъ упомянутое перемЪщене будетъ имфть мЪето, и вызоветъ со- 
бою еще перемфщеня 651, 65... и т. д. НЪкоторыхъ другихъ то- 
чекъ ВБ, С. Э ит. д. системы, направлене и величину которыхъ 
мы можемъ опредфлить по направлению и величинЪ 65, на основа- 
ши данныхъ заранфе услов!И связности системы. Но такъ какъ тЪже 
самыя перемфщен!я остальныхъ точекъ могли бы быть вызваны не- 
посредственно силами, приложенными къ каждой изъ нихъ вдоль по 
упомянутымъ перем$щенямъ, то заключаемъ, что сила, приложенная 
къ данной точкЪ системы вдоль по одному изъ ея возможныхъь пе- 
ремфщенй, дЪйствуетъ на другя точки той-же системы такъ, какъ 
рядъ силъ, приложенныхъ къ этимъ точкамъ вдоль по ТЪмЪ изъ ихъ 
возможныхъ перемфщенй, совмЪетное существоване которыхъ съ 
первымъ вызывается условаямн системы. Въ точкамъ ВБ, С, О ит. д. 
мы можемъ приложить силы, направленныя противоположно перем$- 
щешямъ 63,, 03,...и т. д.. вызваннымъ перемъщенемъ 65,. Тогда 
при опредЪленномъ выборЪ величины упомянутыхъ силъ можетъ слу- 
читься, что возможность перемъщенй 05, 05.. .. ИТ. д. не будетъ 
уже имЪфть мЪета, т. е. что вновь приложенныя силы уравновЪъеятъ 
силу, дЪйствующую на 4. Такое заключен1е очевидно останетея при 
своемъ значеши не зависимо отъ того, будуть ли перемфщеня 651, 
65, 05.,... единственно возможными для системы, или рядомъ съ 
ними будетъ существовать возможность для другихъ перемфщенй, 
которыя вызовутся другими силами. РавновЪс1е вышеуномянутыхъь 
силъ слфдовательно не нарушится, если мы, увеличивъ степень связ- 
ности системы, сдЪлаемъ перемфщен1я 051, 03... единственно Для 
нея возможными. ИзмЪняя величину силы, приложенной къ точкь А 
по направлен1ю $), мы должны измфнить и величину уравновЪши- 
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вающихся силъ, приложенныхъь къ другимъ точкамъ обратно перем}- 
щенямъ 05,, 05, и Т.Д., но очевидно не направленйя этихъ силъ, ибо 
направления перемфщенй 95,, 98,... не зависятъ отъ величины про- 
ИЗВОДЯЩИХЪ ИХЪ СИЛЪ. 

Предиоложимъ теперь, что къ точкЪ А приложена нЪкоторая 
сила, направленная перпендикулярно къ ея возможному перемфщен1ю 
0$... Въ такомъ случаЪ упомянутая сила не произведетъ этого пере- 
мфщеня и не вызоветъ слЪдовательно также переиъщен! 03,, 95.... 
другихъ точекъ; т. е. сила, приложенная къ точкЪ 4, въ данномъ 
случаъ будетъ дёйствовать на другя точки системы Б, С, В ит. д. 
такимъ же образомъ, какъ рядъ силъ, приложенныхь непосредетвен- 
но къ этимъ точкамъ и направленнымъ вообще подъ прямыми или 
тупыми углами къ ихъ возможнымъь перемфщенямъ 63,, 05..... Но 
подъ тупыми углами эти силы не могутъ дЪйствовать, ибо разлагая 
каждую изъ нихъ на двЪ, такъ чтобы однЪ изъ ихъ составляющихъ 
были перпендикулярны къ соотвЪтетвующимъ возможнымъ перемфще- 
Шямъ 05,, 65, и т. д, а друйя имъ прямо противоположны, мы 
найдемъ, что эти послъдн!я или должны быть уравновфшены силою, 
приложенною къ А вдоль по перемфщению 9$,, чего мы не предпола- 
гаемъ. или должны вызвать это перемфщенте, чего мы тоже не предпола- 
гаемъ. ибо сила, дЪйетвующая на 4, перпендикулярна къ 0з,. Итавкъ 
силы, приложенныя къ одной точкЪ системы, перпендикулярно къ 
какому нибудь изъ ея возможныхъ перемъщенй, могутъ быть замЪ- 
нены. по отношению къ другимъ точкамъ, только силами, направлен- 
ными перпендикулярно же къ тфмъ изъ возможныхъ перемфщеня 
этихъ точекъ, которыя вызываются, по условямъ системы, выше- 
упомянутымъ перемфщенемъ первой точки. Если слЪдовательно пере- 
мфщеня 0$, 05...05, ТЪМЪ не менфе будуть какъ либо произведе- 
ны, то работа каждой изъ упомянутыхъь прежде силъ будеть при 
этомъ равна нулю. 

Предположимъ теперь, что на точки 1, 2 3... данной си- 
стемы дЪйствують силы Р,, Ё,...ЁЕ,, и разыщемъ общее услове 
равновЪс1я этихъ силъ. Для этого, какъ мы видфли выше, нужно 
разсмотръть равновЪс1е каждой точки системы, принимая во внима- 
не кромЪ силъ, непосредотвенно къ этимъ точкамъ приложенныхъ, 
еще снлы, обусловливаемыя другими точками системы. Итакъ, обра- 
тимся сперва къ условямъ равновЪея точки 1, на которую, кромЪ 
силы ЁЕ,, дЬйствують еще силы, обусловленныя силами Е, Е... Ва, 
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приложенными къ другимъ точкамъ. Силы такого рода, приложенныя 
къ точкЪ 1, мы обозначимъ соотвЪтетвенно черезъ р, р... 2, ТД 
{, обусловливается силою Е,, ит. д. Пусть 65, будетъ одно изъ воз- 
можныхь перем$щен!й точки 1; тогда одно изъ услов! ея равновЪ- 
ля будетъ въ томъ, чтобы 


[Р, воз (Р', ‚03, -- К соз (Ё, ‚68 )-.. - К с03 (К, 1] 08: = 0, (67) 


причемъ такихъ услов!Й будетъ столько, сколько для  аожатривае 
мой точки существуетъ возможныхъ перемфщенй. 

Рядомъ съ данною системою вообразимъ еще новую систему 
совершенно свободныхъ я — 1 точекъ: 2’, 3'...2. Важдую изъ этихъ 
точекъ соединимъ нерастяжимыми и несгибаемыми прямыми ливями 
1. [:....[ соотвфтетвенно съ точками 2, 3,...и; съ другой сторо- 
ны, тъже точки 2,3... соединимъ такими же нерастяжимыми и 
несгибаемыми нитями ([,’(,'...(. съ одною и тою же точкою 1. Точки 
вспомогательной системы можемъ всегда выбрать такъ, чтобы лини 
1, (....[, не были соотвфтетвенно перпендикулярны къ направленямъ 
перемфщен!й 65,, 05,...05,, обусловленныхъ перенфщешемъ 51, и ни 
одна изъ лин! [,',05....[’ не была бы перпендикулярна къ 63,. Такъ 
какъ всЪ лиши Ги Г не измфняютъ своей длины, то оба конца каждой 
ИЗЪ этихъ ли могутъ перемфщаться Только такимъ образомъ, чтобы 
слагающия этихъ перемфщенй вдоль по самымъ линямъ были одинако- 
вы, ибо упомянутыя слагающя, будучи разной величины, обусловили бы 
измнен1е длины лин!й. СлЪдовательно, если мы назовемъ черезъ бд, , 
03...60, и т. п. перемфщеня точекъ 9", 3'...9’, которыя вызываются 
перемфщен1ями 05,, 08....03„, то проложеня 05, и дб,, 05. и 60...05. и 
бо, На соотв тетвующия линш ([,,1,...Г, будуть попарно равны, т. е. 

05) 608 (1,,68,) = 96. е08 (1,,64,) 


оз. 08 =(1.,95,) = — 60. 08 (1.,06.), (68) 


05, 605 (1.85) — — 601 с08(1,,96,). 


Точно также неизмЪнность длины лин! { влечетъ за собою условие, 
чтобы проложеншя перемфщенй 65, и 00», 951 и 06....051 ибо, на 
соотвЪтетвенныя лини (.', (,'...[’ были попарно равны, т. е. чтобы 
051 608 (1,',651) =66, 608 (1',96.). 
05, с0$ 28 ‚68,) = 05. с0з (1.',66.), (69) 


03, 05 а 58.) — — бен соз (1,',66,). 
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КромЪ того очевилно, что разсматриваемыя перемфщен!я 66,. 06...00». 
будучи обусловлены только своими составляющими соотвЪтотвенно 
по каждой парЪ линй Ги Г, должны аежать въ плоскоетяхъ этихъ 
лин!й. Слфдовательно, если мы обозначимъ черезъ (1. [) уголь между 
двумя линями [и Г, то должны существовать слфдуюния соотноше- 
ня между углами (1.56), (2.66) и (01) (рис. 59): 


(1,06) + (#86) = 0, 
ИИ 
(1.66) — (1,68) = (И). 


смотря по тому, лежитъь ли с внутри или внЪ угла (Г). Такимъ 
образомъ въ 2 (и—1) уравненяхъ (65) 
и (69) имфемь 2(и—1) неизвЪет- 
757 ныхъ, т. е. л—1 перемфщенй 66 и 
| и й—1 ИхЪ угловъ соотвтетвенио ет 
Г”. одною изъ лиш [ или [; слЬдова- 
Рис. 59. тельно величина и направаене пере- 
мъщенй 06,,60....06, изъ этихъ уравненй опредфлятея вполнЪ. 
Прибавленемъ упомянутыхъ точекъ 2’, 5'... мы не изиЪнимЪ 
условИ равновЪея системы; т. е. если перемфщеня 031...68, Не 
могли быть произведены безъ точекъ 2'...м', то они не будуть про- 
изведены и съ этими точками. Точно также мы не измф$нимъ равно- 
вЪея, если къ каждой парЪ точекь 2 и 2, Зи... ни’ прило- 
жимъ вдоль по лишаямъ (,,(..../, бсоотвфтетвенно равныя и проти- 
воположныя силы +-Р, и —Р,, + Ри —Р.,.-.- Ри-—Р.. 
ЗатЪмъ выберемъ величины силь Р,, Р....Р», приложенныхъ къ точ- 
камъь 9 3...м. такъ, чтобы онЪ, слагаясь съ силами Р,, Е... В. 
давали равнодЪйствующия, перпендикулярныя къ перем щен!ямъ 68. , 
б5....08,. Такой выборъ мы веегда можемъ сдЪлать, если лини /,, 
|...1, выбраны нами не въ направлеши силь А,, К.,... В. ВБЪ 
противномь же случа силы Р могутъ быть выбраны равными и 
противоположными силамъ Ё; т. е., какъ-бы ни были направлены 
лини [ относительно силъ Ё мы выберемъь силы Р’ такъ, чтобы 
равнодЪйствующя Ри Р не могли произвести перемъщенй въ ту 
или другую сторону вдоль по лиямЪ 68,, 653...65.. Слфдовательно 
сумма работъ соотвЪтетвующихь силъ Ри РЁ, при положительныхь 
или отрицательныхъ перемъщеняхъ 05....68,. Должна быть равна 
нулю: т. е.: 


467» 
>> 
{®.2) 
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Р, со (1,,65,). 68, — Е, с0з (Ё,,68). 68. =0. 
Р. соз (1.,05.).63. + ЕР. с0з (Ё.,,65).68,=0, (70) 


№ ^ \ №) 
Р, с0$ (1,,08.).68, - Е с08 (Е ,68.).08, = 0, 


при чемъ очевидно, всяке углы (Р,5$) и (1,03) равны, ибо напра- 
вленя Ри [ одинаковы по услов1ю. 

Теперь равновЪс1е силъ, вдоль по перемфщеню 63,. не будетъ 
уже обусловлено только силами, приложенными къ точкамъ 2,3...7, 
но и силами, приложенными къ точкамъ 2’, 3'...7. Другими сло- 
вами, видъ условя (67) равновЪея точки 1 для перемфщеня 05, 
измЪнитея: къ силамъ р, 4...р. входящимъ въ это услов1е, теперь 
прибавятея нЪкоторыя силы 7,,р....Р,. обусловливаемыя силами 
Р,..,Р,. и силы р,', рз'...р.. обусловливаемыя силами —Р.,, —Р.,.. 
—Р.. Такимъ образомъ услов!е (67) можетъ быть замфнено тожде- 
ственнымь съ нимъ услов1емъ: 


ТЕ, со (Е..981) - Ё воз (р, ‚68/) =... сов ([,, 53) 
+ р» 08 (р,,081) -- - - -Рь 608 (рь,68,) (71) 
-Н р»! с0$ (р,',65.)-—. - ры 08 (р, ,68,)] 681 = 0. 


ДЪйствительно, (71) отличается отъ (67) членами, которые равны 
нулю. ибо силы Ри — Р сами по себ не могутъ произвести ника- 
кихъ перемфщенй системы. а саЪдовательно возможная работа силъ р 
и р’, нии обусловленныхъ, равна нулю. Но съ другой стороны, члены 


[1, сов ({,,63,) +. .*‘ „ 08 (Х, ,681) 
- р, с03 (р,,65,) + - - - 2» 608 (1ь,981)] 681 


выражения (71) представляютъ теперь работу силъ, обусловливаемыхъ 
равнодЪйствующими всякихъ силъ Ри А, приложенныхъ къ точкамъ 2, 
3...7: а такъ какъ эти равнодЪйствующия не могутъ произвести 
перемъщенй вдоль 05,, 653...05,, то слЪдовательно он не могутъ 
обусловить перемфщенй въ ту или другую сторону вдоль по 65: 
поэтому работа (72) должна быть равна нулю. Такимъ образомъ 
услов1е равновЪс1я точки 1, вдоль перемфщеня 05., принимаетъ видъ: 


[7 с08( Е, ,681) Е р»'с08(р.',68)--.. ` и’ 608 (ры’,63:]63, 0; (73) 


(72) 


т. е. обусловливается только силами РЁ, —Р,,..—Р,. 
РавновЪе1е системы не нарушится, если мы къ каждой парЪ то- 


чекъ. 1н 2,1 и 3'...1 ия’, приложимъ вдоль по линямъ /,', (.'... 0 
11 
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соотвЪтетвенно равныя и противоположныя снлы -- 9, и — ©,, - О; и 


—0..... +0 и —0,. Затфмъ выберемъь вилы —0,,... — , 
приложенныя къ точкамь 3’ 53'...и; такъ чтобы оиЪ, слагаясь съ 
дЪйствующими уже тамъ силами —Р,, —Р.,..—Р,, давали равно- 


дЪъйствующия, перпендикулярныя къ перемфщенямъ 66,,060....60.. 
опредфляемымъ уравненями (68) и (69), т. е. такъ чтобы 

|— ©. е0з (2, ‚60,)— Р, с0з ([.,06.)|50. =0, 

[-- 0: воз (1.',06.) — Р. со8 (1.,66.) со, —=0, (74) 


[-—- О» 05 (11,60) — Р‚ с08 (1,,66, 06, —0. 


Называл черезъ 4,, 0....4, тая вилы, которыя, будучи приложены 
къ ТочкЪ 1, произведутъ такое же изъ ея возможныхъ перемфщенй 
какъ то, которое обуеловятъ силы — @,...-- @,, мы можемъ зам5- 
нить услов!е равновЪя (73) тождественнымь съ нимь условемъ. 
прибавляя къ нему члены вида 


[0› воз (1,581) +. - - 9, 608 (1,68) 
- 4 с0$ (4..9 $1) |... 9608 (4„,581) 95 , 
которыя должны представлять работу сить, обусловливаемыхъ вевми 
вновь введенными силами | Фи — (), при чемъ эта работа очевидно 
должна быть равна нуаю. Но работа веЪхъ силъь —Р и— 0, т. е. 
[2.'`с08 (р,',631) --. . -Рь 08 (р.',08) 

- 9, с08 (45,68,)- - : - 4» 608 (4, ,68)] 98, 
должна обращаться въ нуль на основани такихъ же соображеши, какъ 
и работа (72). СлЪдовательно, услов!е (73) зам нитея условемъ 

[Е соз (Е',65,) - ©, с08 (1,',63,) - - . - 9,608 (1,',081)] 98 = 0, (15) 


и будеть теперь зависЪть только отъ силъ. непосредетвенно приао- 
женныхь къ точкЪ 1. Но, на основанш (68) и (69), урр. (74) 
превращаются въ 


— 9: с0$ (а ‚951) 05 —Р, с08 (1, ,98,) 68, = 0, 


— со а, ,031)58, — Р. 0$ ((.,68.) 68, =0. 
Складывая всЪ эти уравненя другъ съ другомъ и съ урр. (70). на- 
ХОДИМЬ: 
[0, с0$ (1,'65,) -- . . - 0,008 (1,',68,)] 68 
— Е, воз (Р,.65,) 08, .. - (ЁР, 08 Е,,08,} 08а. 
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вельдетв!е чего услов!е (75) превращается въ 

Е, с08(Е,,58,) 95,-- Е. с08(Е,,63.) 98... - Р,е08(Ё,,9 81) 08,0, 

паи (76) 
Ув соз (1',6$).08 = 0. 


Повторяя по очереди тЬже разсужденя, какъ выше, относительно 
услов!Й равновф ея точекъ 2, 3...я, при перем щеняхъ 05,, 65....051, 
мы очевидно пруйдемъ каждый разъ къ одному и тому же условю 
(16). Точно также подобное же услов1е будетъ получаться, если мы 
вмЪсто взаимно обусловливающихся перемфщен!й 05,...93, возьмемъ 
рядъ другихъ совмфстныхъ перемфщений 03.', 98.'... 05, ит. ц., при чемъ 
нЪкоторыя изъ нихъ могутъ быть совмфстны только для нЪеколькихъ 
изъ точекъ системы и не завиефть отъ всякихъ перемфщен! дру- 
гихъ точекъ. Однимъ словомъ, подъ величинами 08: , 05....05, ВЪ (76) 
мы можемъ поэтому разумЪфть вообще всякя возможныя для системы 
одновременныя перемфщения, и общее услов1е равновЪе1я, выраженное 
въ (176), будетъ состоять такимъ образомъ въ томъ, чтобы сумма 
работъ взаимно уравнов $ шивающихея силъ была рав- 
на нулю или отрицательна при восякихъ возможныхъ 
для системы перем $ щентяхъ. 

Услов1е (76) можеть быть предетавлено въ другомъ видЪ, съ 
помощю составляющихъ силъ и перемфщеюнй по осямъ коорди- 
натъ. Пуеть Х, У, будуть три составляющия по осямъ координатъ 
силы, приложенной къ одной изъ точекъ системы, и пусть 92, бу, 62 
оудуть проложеня на оси координатъ одного изъ возможныхъ пе- 
ремъщенй этой точки. Тогда очевидно, услове (76) можетъ быть 
представлено въ видъ 


Уха -- Убу + 262) = 0, (76) 


гдЪ алгебраическая сумма берется по вофмъ силамъ и по всЪмъ еди- 
новременно существующимъь перемфщенямъ системы. 

Услов1е равновЪе1я мгновенныхъ силъ очевидно выразится тфми 
же формулами (76). Обозначая черезъ # безконечно короткое время 
дЪйствая мгновенной силы Ё и черезъ /— величину ея импульса, мы 
имБемъ: 


«У 
Р=т› 
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причемъ величина { можетъ быть предположена какою угодно, если 
данъ только имнульсЪ /. Предполагая поэтому, что веЪ импульсы 
силъ, приложенныхь къ точкамъь систеты. совершаются одновременно, 
и называя черезъ У]. Чу, = ИХЪ слагающя по осямъ координатъ, 
мы можемъ представить услов1я равновЪъетя ИМПУЛЬСОВЪ 
въ слъдующемъ ВИДЪ: 


Утес (71,95) 63 = 0. 
ИЛИ (76) 


Ув. = у. 


& 29. РавновЪое веревочнаго многоугольника, какъ примБръ 
общей теорм равновЪся. 


Представимъ се0Ъ ® матер1альныхь точекъ, координаты кото- 
рыхъ пусть будуть 21, Ут, 21... а, о 4; первая изъ этихъ точекъ 
соединена со второю, 2-Я съ Зю итд. п 1-ная еъ я-ю гибкими, 
нерастяжимыми нитями 5... 1-1, К каждой изъ точекъ соотвЪт- 
ственно приложены силы, слагаюция которыхъ по осямъ координатъ 
суть Х., У,. ь,... Ж, №», Й.. Найдемъ соотношен!е между силами 
и направленями линй [....[_1, СООТВЪтотвующия равновзе1ю си- 
стемы, и притомъ такъ, чтобы въ положенш равновЪе1я нити, ©0е- 
циняющия точки, были натянуты. 

Начнемь съ опредъленя соотношен между возможными пере 
мЪщениями данной системы. Разетояня между послфдовательными 
точками системы не могутъ быть больше (1, [....[, по причинЪ не- 
растяжимости нитей; но могутъ быть менЪе этихъ величинъ по при- 
чин сгибаемости нитей. Такъ какъ Нити Въ положени равновЪея 
по услов1ю натянуты, то разстояне между Ти 2 точками будетъ при 
этомъ [. и выразитея съ помошию координать этихъ точекъь слЪдую- 
щимъ образомъ: 

12 == (2, — 21) Е (9, — у — (2. — 21). 
Если точки, на концахъ лини /,, перемФетятся на дж, бут, 621. ,..., 
то разстояше между этими точками измфнитея и будетъ ой, 
при чемъ 

(1 — 5 1х = (2, + С, Я: — 6%.) = (и, = бу, — 9: — су, 

Ч (2, 62, — 2, — 94. 
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Вычтемъ предыдущия равенства другъ изъ друга, и отбросимъ квадра- 
ты и произведеня безконечно малыхъ перемфщенй, такъ какъ они 
будутъ очевидно безконечно меньше первыхъ степеней тЪхъ-же ве- 
личинъ. Тогда получимъ: 


1,51, — (2, — 2) (0%, — 1.) т (9, — 91) (бу, — бу) 
== (2. —2)) (62, — 62.) , 
или такъ какъ (2, —42.), (у, —\9,), (2, —2.) суть проложемя аи- 
ни [, на оси координатъ, то называя черезъ х,,В,,^, углы этой 
лини съ осями координатъ, имфемъ: 


(77) 


1, — = 6088, у, — 9 =1 6088, 2—2 =1 6081], 
велЪдетв1е чего (77) обращаетея въ 
С. — (сх, — ож.) воза. —— (бу, — 61 ) соз В, 02, — 62.) 08“! (78 
1—9, 1 ат 992 Ул в = (92, °1 11° ) 
Точно также найдемъ для перемфщен!й концовъ остальныхъ нитей: 
№ \ 
51, = = = (2. — 04, ) воза, — (бу, — 01.) с0$ 8, | (92, — 02.) 08 2 


з 


м — (6х, — бх,_1) с03 ии1 (би, — бу, 1) 605 9 — 1 (78) 
—- (2, — 62,1) С0$ “1, 

при чемъ величины 91... 6 _, ‘совершенно независимы другъ отъ 
друга, но должны быть всЪ отрицательны или нули, ибо разстояня 
послЪъдовательныхъ точекъ могутъ только уменьшаться или оставать- 
ся неизмънными, но не увеличиваться. Число уравнений (78), опре- 
дЪляющихъ соотношен1я между оз совмЪетно возможными перем$- 
щен1ями точекъ системы, будеть #—1:; са довательно съ ихъ помо- 
щю мы опредфлимъь #—1 перемфщенй черезъ друмя 2% -—-- 1, кото- 
рыя останутея совершенно произвольными. Такимъ образомъ въ усло- 
в1е равновЪс1я (76) войдутъ только 2% --1 изъ числа 38 совмЪстно 
возможныхь перемфщенй. Искалючене перемфщен! изъ (76) съ по- 
мощ1ю (75) произведемъ елБдующимъ путемъ. Важдое изъ урр. (78) 
умножимъ соотвфтетвенно на неопредьленные множители Л,, Л,... Ав 
и сложимъ съ (76); тогда получимъ: 


Ух» —- Убу 162) 
ини 
№ ^ ` - 
+ А, (94, —9х51) с0з и /. (бу, — бу.) 0$ 8; — Л, (62, — 02,)с08 “1 
— ® ® 


- № - 
-Н 1 (95 — 21,1) 608 Яя —— Ан (бУв — 6,1) с05 Ва (79) 
А (0, — 92,1) с0$ ^ уп— —1 
= А 127 _... вл} 


М. 
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при этомъ множители Л,...^,_, опредълимь такъ, чтобы коеффи- 
щенты при (#—1) перемъщеняхь сх, бу, 62... обращались въ нули. 
Такимъ образомъ въ (79) останутся только 2 + 1 совершенно про- 
извольныхъ перемъщенй, при чемъ неравенство (79) только тогда удо- 
влетворится, когда коеффищенты при этихъ произвольныхъ величинахъ 
будутъ нулями. Итакъ, приходимъ къ заключению, что вообще коеф- 
фищенты у всЪхъ Зи перемфщенй въ выраженш (79) должны быть 
нули, велъдетв!е чего само это неравенство распадаетея на 3 слЪ- 
дующихъ равенствъ: 


Хх, — Л 16052; =0, 
Х, + ^ 605%, — Л, 608 &, = 0, (80) 


Х - Е. р, С05 фл — —- (). 


У, — Л 60$ В: =0, 
У, +^ 6058: — 1,058, = 0. (81) 


у Ц ‚ оз 6, 1 =0. 


й — ^, 603, = 0, 
й, + ^1 051 — Л, с03 |, = 0, (82) 


7, —- т 05 ^ {п— —1 = 0 } 
при чемъ кромЪ того отъ (79) останется неравенство 
6-Е А, 9... 6520, (83) 


которое удовлетворится только тогда, когда веЪ ^ опредЪлятея отри- 
цательными, ‘ибо при произвольной отрицательной величинЪ одной. 
изъ 61 остальныя могутъь быть нулями. СлЪдовательно, если при дан- 
ныхъ силахъ услове (83) не удовлетворено, то равновЪеле не воз- 
МОЖНО. 

Предыдущия уравнен1я и неравенство прежде всего показываютъ, 
что равновЪс1е, при данныхъ силахъ и направленяхъ нитей, не за- 
висить отъ длины этихъ послЪднихъ. ЗатЪмъ, если намъ дано зара- 
нЪе распредЪлене нитей, т. е. даны веЪ углы &, В, у, то мы по урр. 
(80)—(82) опредзлимъ соотношен1я между слЪдующими величинами: 
между Зи составляющими силами Х, У, Я и между я—1 множите- 
лями Л, т. е. между 47—1 неизвфетными, а такъ какъ число урав- 
нен!й есть Зи, то слЪдовательно при этомъ #—1 составляющихъ 
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останутся совершенно произвольными, и будутъ удовлетворять усло- 
вю равновЪея, лишь-бы существовало неравенство (83), т. е. всЪ 
^ были-бы отрицательными. Еели даны всЪ силы, то неизвЪетными 
остаются я#—1 множителей Ли 3(^—1) косинусовъь угловъ а, В, 
1... Ять Вал, №1. Т. 6. 4и—4 величинъ. Но каждые три коси- 
нуса угловъ одной и той же лини съ осями координатъ связаны 
уравненями вида 


605? -- 05? В - 03? у =1, 


число которыхъ въ данномъ случаЪ будетъ очевидно #—1. Такимъ 
образомъ для опредфленя 4и—4 неизвЪетныхъ будемь имфть 4—1 
уравнений п одно неравенство, т. е. большее число уравневшй, не- 
жели неизвЪетныхъ. Отсюда видимъ, что не при всякихъ произвольно 
данныхъ силахъ возможно равновЪе1е разсматриваемой системы. 


Уравнен!я (80)—(82) можемъ представить въ другомъ, механиче- 
ски болБе понятномъ видЪ, написавъ сперва три первыл урр. трехъ 
группъ (80)—(82), за тъиь— суммы двухъ первыхъ, трехъ первыхъ 
ит. Ц. до суммъ вефхь и уравнешя каждой группы. Тогда полу- 
чимь % тройныхъ группъ такихъ уравнений: 

1) ХЛ, — Л. с0за = 0, 
У, — 7, С05 6, —0. (84) 
Й, — ^, 605, = 0. 


2) ХЛ. -Х,-— ^^, 6089, =0, 

У, — вов, 0, 

й + 7, — Л, с08\, =0. 
в—1) ХА... Х 1 м 1608 1=0, 
У У, +... - У 1 — Л—1608 В 1 =0, 
ИИ, .- У л— 1608, =0. 


(84) 
я) Х-А, т... А =0, 


У У, -...У,=0, 
ДА... =0. 
Уравненя группы 1) даютъ: 
ХУ -- 2,2 = 4,7, 


«7 


168 ГлАвА Н. Принципы Динамики. $ 29: 


откуда, такъ какъ Х, должно быть отрицательно: 
= УХЕ - У, =—В,, (85} 


гдЪ А, предетаваяетъ величину равнодфйствующей сизъ, приложен- 
ныхъ къ 1-Н точкЪ. Такъ какъ далЪе 


Х =В,с03(Ё,,5), У = В, 05 (В,.у), И,=8,605(В,,2), 


гдЪ (2..5)... предетаваяютъ углы А, съ осями координатъ, то урав- 
нен1я группы 1) превращаются въ 

е03@, = — в08(В.,2), 088, = — в08(В,,9), 
(86) 
0$ ^/; = — 60$ (В,2), 
откуда заключаемъ, что первая нить должна быть направлена отъ 
первой точки противоположно сил А,, приложенной къ этой по- 
слЪдней. Точно также вторая группа даетъ намъ: 


№ =—у(Х- ХР - (У, - У, (+7, =—8В,, (87) 
гдЪ А, есть величина геометрической суммы (но не самая сумма, 


которая имфетъ кромЪ величины направлене) силъ, приложенныхъ 
къ 1-Н и 2-Й точкамъ, и такъ какъ лалфе 


Хх, + Х, = В, с03(В.,1) ит. ц., 

то группа 2) даетъ | 

03, — — 60$ (В,,5), 03, = —с0$(В,,/), ит. д., (88) 
откуда закаючаемъ, что вторая нить должна быть направлена отъ 2-й 
точки противоположно геометрической сумм силъ, приложенныхъ 
къ этой посяфдней точкЪ и кь предыдущей. Наконецъь точно также 
изъ #—1) группы уравнений (84) выведемъ, что послдняя и— 1-ная 
нить должна быть направлена оть #—1-ной точки противоположно 
геометрической суммЪ силъ, приложенныхъ къ этой точкЪ и ко веЪмъ 
предыдущимь. ПосаЪдняя группа 7) уравн. (84) показываетъ, что 
геометрическая сумма воЪхъ силъ, приложенныхъ къ точкамъ раз- 
сматриваемой системы, должна быть равна нулю. ВромЪ того изъ 


уравненй (80)—(82) легко видЪфть, что приложенныя силы должны 
также удовлетворять условямь 


(У —Йу=0, Х(7л— Хао, У(Ху-— Тд-0. (89) 
которыя вмЪфотЪ съ усаомями п). Т. е. 


хХ=0, УУ=оО, $7-0, (90). 
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показываютъ, что приложенныя силы должны имфть свойства взаим- 
НЫХЪ СИЛЪ. 


$ 30, Общее услове движеня системы. Принципъ д’Аламбера. 


Если матер1альная точка свободна, то всякая сила къ ней при- 
ложенная обусловить извЪетное измфненше ея движеня. Но если 
точка не свободна и сила, къ ней приложенная, направлена во все 
время движеня только въ сторону невозможнаго для точки перемз- 
щеня, то такая сила не измфнитъ очевидно движеня точки въ ска- 
занномъ направлени, ибо въ каждый моментъ движен!я она будетъ 
удовлетворять условлямъ равновЪс1я; самое же движение будетъ обу- 
словлено мгновеннымъ или непрерывнымъь дЪйстнемъ какихъ либо 
другихъ силь, направленныхъ въ сторону возможныхъ перемфщенй 
точки. Такимъ образомъ, если нфкоторая сила № приложена къ данной 
несвободной движущейся матертальной точкЪ, то вообще одна изъ 
двухъ слагающихъ, на которыя мы можемъ разложить эту еилу, будетъ 
въ каждый моментъ движешя уравновЪшена услов1ями, ограничиваю- 
щими свободу движен!я точки, а другая будетъ совпадать съ однимъ 
изъ возможныхъь перемъщенй точки и обусловашвать приращенше ско- 
рости (геометрическое) по упомянутому направлению; эта послфдняя 
слагающая данной силы Р’носитъ названме ускорительной енлы 
по той причинЪ, что она именно обусловливаетъ измфнене движе- 
вя тЪла. эная массу т движущейся точки и предполагая извЪетнымъ 
ея ускорене 0, мы опредфлимъ величину уекорительной силы, какъ 
произведене 229. При этомъ геометричеекая разность 


Е — тд 


представить очевидно другую слагающую еплы Ё, не обусловлива- 
ющую измфнен!я движеня; эта посл$дняя называется потерянною 
силою. Предыдущая соображен!я приводятъ насъ къ тому заключе- 
ню, что потерянныя силы во вее время движен!1я ихъ 
точекъ приложентя остаются въ равнов $ сти. Этимъ за- 
ключенемь формулируется принципъ д’Аламбера. 

То что было сказано объ одной движущейся точкЪ, прилагается 
безъ измфнемя къ цфлой системЪ точекъ. Именно, каждую изъ силъ 
Р..Е....В,, приложенныхъ къ различнымъ точкамъ системы, мы 
можемъ разложить на двЪ слагающихъ. ОднЪ изъ этихъ слагающихъ 
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взаимно уравновфшиваются въ каждый моменть движеня: другя 
производятъ изм5нене движеня системы. При этомъ условя двнже- 
ня системы могутъ слЪфдовательно быть сведены къ условямъ рав- 
новЪе1я потерянныхъ силъ. Итакъ, если мы черезъ 2, т... 1, 
обозначимъ массы точекъ системы, черезъ 9,,0....9,-—ихъ ускоре- 
ня, черезъ 65,, 05....03,— кая нибудь совмьетно существующия 
возможныя перемфщешя, через и, %,...я„-— углы этихъ перемфще- 
НШ съ потерянными силами, то услов1я движеня системы, подъ дЪй- 
стыемъь силъь Ё\,Ё.... А. выразятся, на основаши принцина д’Алам- 
бера, слЪлующимъ образомъ: 
(Е, — т. 91) 603 9, 98, + (ГР, — т,9,) 08, 5, 


) 91 
—.. - (Рь — 9) 608%, 98, -50, 
— 


или вообще: 


Уе-ту) 605 9 05 = 0; (92) 


< 


но такъ какъ проложене равнодЪйствующей равно алгебраической 
суммЪ проложен слагающихъ, то выше приведенное услов1е можетъ 
быть представлено въ видъ: 


Ут со; (Ё,55) — 79 е03 (9,08)]95 —0, (92)' 


„ 
— 
с 


/ 


при чемъ алгебраическая сумма берется по веъмь совуЪетно суще- 
ствующимъ возможнымъ элементарнымъ работамъ, и услов1е имЪфетъ 
мЪето для каждаго момента времени движен1я. Вводя проложен1я на оси 
координатъ силъ, ускорешй п перемфщенй, мы можемъ услове (92) 
представить въ видъ: 


Ух —7т9х) от (У — т9,) 7 = (й— тд,) 52] = 0. (93) 


Въ случаЪ одной точки, знакъ суммы въ выражешахь (92) и (93) 
очевидпо не имъетъ мЪета. 

Если приложенныл силы суть мгновенныя, которыхъ импульсы 
даны, то въ такомъ случаЪ мы можемъ предположить, что продолжи- 
тельность дЪйств1я для веЪхъь силъ одна и таже &, ибо, при данномъ 
импульс 4, величина силы и время ея дДЪйствя остаются произ- 


р 


вольными, лишь-бы произведен!е изъ нихъ было равно У. Въ та- 
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комь случаЪ услов1е (92) обращается въ 


У т \ 608% 9$ —=0 
{ 9, [< 


или обозначая черезь ГУТ, обусловливаемое импульсомъ геометри- 
ческое приращене скорости: 


Уи (У -— Г, с05х 65 = 0, 


ибо {== 7 -— Г,. Точно также услове (93) принимаетъ видъ: 


У. —т (и —\,} бх НУ, — т(@ —5,}| бу (93) 
= [9, — тв -—-%,}] 62) =0, 


ГДЪ №, ©, № суть слагающ!я скорости по тремъ осямъ координатъ. 


Если, во все время движеня, точки остаются совершенно сво- 
бодными, то всяюмя ихъ возможныя перемфщен1я совершенно незави- 
симы другъ отъ друга и произвольны. Въ такомъ случаЪ условия 
(93) или (92) только тогда могутъ оправдаться, когда каждый изъ 
множителей при произвольныхъ величинахъ 67, 0%,...69.,. 64,... 
обращается въ нуль, т. е. когда 

Х. =19, У =т 9... (94) 
А, = т.9х., ит. д.; 
Т. е. ВЪ Ттакомъ случаЪ приложенныя силы измфряются произведе- 
шями изъ массъ и ускоренй, ибо эти ускореня данными силами 
вполнЪ обусловливаются. Въ случаЪъ связной системы, равенства (94) 
очевидно вообще не будуть уже имфть мЪета. 

Если силы, приложенныя къ точкамь сиетемы, во все время 
ея движешя взаимно уравновЪишваются, то для каждаго момента дви- 
женя должно существовать услов!е 


Ухо -- Убу-- 762) =0. (95) 
= < 
велЪдетв:е чего услов1е движеня (93) принимаетъ видъ 


Ут о-до ву д, (96) 


гдЪ бу предетавляетъ ту величину, отрицательную или нуль, въ ко- 
торую обращается выражене (95). Если точки системы совершенно 


= 
-з 
х 
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свободны, то, при совершенной произвольности возможныхъ перемф- 
щенш, услов1е (96) имЪетъ слЪдетвемъ то, что во ускоремя долж- 
ны быть въ данномъ случа равны нулю, и движен1я веЪхъ точекъ 
системы —прямолинейныя и равном$рныя. Но если точки системы не 
свободны, то вообще для удовлетворения условю (96) н$фтъ необхо- 
димости, чтобы веЪ ускореня были равны нулю, ибо тогда перемЪ- 
щеня 02, бу... не будутъ уже вполнЪ другъ отъ друга независимы. 
Такимъ образомъ движен1е связной системы, подъ дЪйств1емъ взаимно 
уравновЪфшивающихся силъ, или вовсе безъ дЪйетв1я силъ, не исключаетъ 
возможности измфненя движен1я каждой отдфльной точки системы, 
а сльдовательно—и существован1я ускорительныхъь силъ. ПримЪры 
такого рода дЪйств1я однЪхъ только ускорительныхъ силъ мы видимъ 
при равномфрномъ движенш точки по какой нибудь кривой линш, 
съ которой она неразрывно сзязана, въ равномфрномъ вращение 
твердаго тфла около неподвижной оси, и т. п. ДЪйствительно, въ 
томъ и другомъь случа мы имфемъь дДЪло съ точкою или точками, 
лвижущимися равномЪрно по кривымъ ливямъ: ускорен1е въ такомъ 
случаЪ должно существовать, ибо направлен!е скоростей измфняется: 
въ & 6 мы видЪаи, что это ускореше (нормальное) должно быть 
перпендикулярно къ направленю пути и направлено по радусамъ 
соприкасающихея круговъ, къ центрамъь этихъ послфднихъ;: напра- 
влен!е силы, обусловливающей это ускорен!е, съ нимъ совиадаетъ. 
Но съ другой стороны, кривая линя въ первомъ примфрЪ, и круги. 
наоскости которыхъ перпендикулярны къ неподвижной оси, во вто- 
ромъ примЪрЪ, представляютъ ‹0б0ю единственно возможныя перемЪ- 
щеня для движущихся по нимъ точекъ; слЪфдовательно, если мы 
представимъ себЪ силы, которыя, обусловливая вышеупомянутыя но- 
мальныя ускореня, будутъ въ каждый моментъ движеншя перненди- 
кулярны къ направленю единственно возможнаго движеня, то так!я 
силы веегда оудутъ удовлетворять услов!ю равновЪеля. 

Причина того кажущагося парадокса, что одинъ разъ, принимая 
услов!е (95), мы тфмъ полагаемъ, что приложенныя силы взаимно 
уравновЪфшиваются и не производятъ слЪфдовательно измфненя дви- 
жен1я, а затЪмъ условемъ (96) допускаемъ, что на точки системы 
тьмъ не менфе дЪйствують ускорительныя силы, заключаетея въ 
салъдующемь. БВведя понят!е о сил, какъ 0 причин измфняющей 
движен1е, мы говоримъ, чтф это измЪнен1е можетъ еще происходить 
велЪдетв1е услов! связности системы; такъ напримЪръ, точка должна 
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двигаться по кругу, если существуетъь сила, направленная къ его 
центру и скорость, перпендикулярная къ рад1усу; но эта точка долж- 
на также двигаться не иначе, какъ по кругу, если она неизмЪнно 
соединена съ его центромъ; или еще: сила, приложенная къ данной точ- 
къ, съ одной стороны, будетъ всегда уравновЪшена другою, ей прямо 
противоположною и равною, а съ другой стороны, таже сила мо- 
жетъ также уравновЪситься нфкоторымъ препятетвемъ, если точка 
не можетъ оставить поверхности, перпендикулярной къ упомянутой 
силЪ. Поэтому условя связности системы мы должны разематривать, 
какъ нЪфкоторыя силы, приложенныя къ точкамъ системы и измЪня- 
ющ1я первоначально сообщенныя скорости или уравновъшивающия дру- 
гия данныя силы. СлЪдовательно, если мы говоримъ, что силы, при- 
ложенныя къ точкамъ связной системы, во время ея движеня равны 
нулю, то тЪмъ самымъ не исключаемъ возможности существован1я 
другихъ силъ, обусловливаемыхъь связност!ю системы. 

Условтя (93) позволяютъ найти соотношеня (рядъ уравненй) 
между данными силами, данными отношенями возможныхь перем%- 
щенй другъ къ другу и искомыми ускоренями. Это распадеше усло- 
вй (65) на рядъ уравненй движен1я совершается подобнымъ же 
образомъ, какъ въ случаЪ равновЪея, разсмотрьнномъ въ предыду- 
щемъ параграфЪ. Найдя такимъ образомъ ускореня, мы опредЪляемт, 
по нимъ движен1е точекъ системы съ помощио суммованй, семыслъ 
которыхъ былъ разъясненъ въ $ 10 и $ 11, но производить кото- 
рыя учитъ насъ Интенгральное Исчислеше. Полнымь изелЪдованемъ 
вофхъ слЪдетвЙ, вытекающихъ изъ условй (63), занимается Ана- 
лнтическая Механика. Мы ограничимея выводомъ изъ нихъ н%кото- 
рыхъ общихъ свойствъ движеня системы. 


$ 31. ИзмБненя количества движеня и его момента, отнесен- 
ныя къ единицб времени. 


Предположимъ, что данная система, кромф всякихъ другихъ 
возможныхь для ея точекъ перемфщен!, можеть передвигаться ве$- 
ми своими точками одинаково по всёмъ направленямъ. Въ этомъ 
случаЪ между возможными совмфетными перемфщенями 6, бу... то- 
чекъ системы найдутся такя, при которыхъ всЪ 6х будутъ для каж- 
ДОЙ изъ точекъ одинаковы, и равны, положимъ, ба; точно также веф 
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бу == 06, веЪ 62 = 0. Услов1е (93) для такихь перембщен! обра- 
щаетея въ 


бах (Х — т9)- 86% (У — тд) - 66% (7 — тд.) = 0. (97) 


Давая величинамъ ба, 66, 6с различныя произвольныя безконечно ма- 
лыя положительныя или отрицательныя значен!я. мы будемъ полу- 
чать проложен1я на оси координатъ различныхъ произвольныхъ пе- 
ремъщенй точекъ системы по различнымъ направаенямъ, но одина- 
ковыхъ для веъхъ точекъ. Если таюмя перемфщеня дая системы воз- 
можны, то, велдетв!е совершенной произвольности величинъ ба, 96 
и 6с, услов!е (97) можетъ только тогда быть вполнЪ удовлетворено, 
когда каждый изъ множителей при упомянутыхъ трехъ произволь- 
ныхъ величинахъ будетъ равенъ нулю, т. е. когда 


Ут9х=ХХ, 19, =УУ, %т9.-=УЙ. (98) 


Но, на основан & Т, (16), мы имБемъ вообще: 


и _ в 
Ут9х = т. ит. п., 
( 


или такъ какъ сумма приращен!й равна очевидно приращению суммы, то 


аУтох 
Утдх == —— 


т. п., 
гдЪ приращен!е берется азгебраическое, какъ было объяснено въ 
$7. Такимъ образомь урр. (98) превращаются въ 
ато х АУТ Ули, 
УХ, “=, = 99 
(1 (1 у $ (95) 
гдф лЬвыя части выражаютъ очевидно алгебраичесня приращеня 
слагающихъ количества движеня системы по осямъ координатъ, от- 
несенныя къ единицЪ времени, или короче—измЪ нения упомянутыхъ 
слагающихъ 60 временемъ. Три уравненя (99) очевидно выража- 
ютъ тоже самое, что уравн. (51), (\ 25). ДЪйствительно, это пося$д- 
нее уравнен!е мы получаемъ непосредственно, складывая геометри- 
чески урр. (99). При этомъ геометрическая сумма трехъ слагающихъ 
УХ. УХУ, УИ представитъ очевидно геометрическую сумму веЪхъ силъ, 
приложенныхъ къ точкамъ системы; т. е. 


УХУ УИ УЕ: 
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точно также геометрическая сумма трехъ измьненй составляющихъ 
количества движения представить измЪнен!е самаго количества дви- 
женя, т. е. геометрической суммы )970. Такимъ образомъь мы по- 
лучимъ: 


НИЙ УЕ, (100) 


гдЬ суммы и ихъ приращешя берутся геометрически. Изъ ур. (100) 
выводимъ тфже самыя заключеня для даниой связной системы, какъ 
и изъ ур. (51)— для сводобной консервативной. | 

Предположимъ еще, что данная система, кромь своихъ прочихъ 
возможныхь перемфщен!, можеть еще вефин своими точками вра- 
щаться безконечно мало около всякой произвольно выбранной оси. 
Пусть да, 98, 9%, будуть три произвольныя вращенйя около трехъ осей 
координатъ; тогда, на основан 13, мы знаемъ, что, придавая этимъ 
величинамъ произвольныя положительныя или отрицательныя значе- 
ня, мы можемъ съ помощю ихъ предетавить всевозможныя враще- 
шя около всевозможныхъ осей. Если 7,0,7 будутъ как!я-либо про- 
извольныя угловыя скорости, съ которыми нроизведены вращен!я 
ба, 98, бу, въ течени элемента времени 4 то очевидно, что 


са —р@, 68—94, бут; . 
если и, 9, ю будутъ при этомъ скорости точки (5, у, 2) системы, то 
перемфщеня $, ду, 62 этой точки будутъ очевидно 


0х —= и, бу=0@, 92—84. 


На основани этихь соображен!й, помножая 06% части урр. (80) ($ 13) 
на (44, мы находимъ слфдующее выражене для совмБетныхь пере- 
иъщешй точекъ системы при ея вращени на да, 68, 65: 


2% — бу — 208, 

у = 26а — 265 (101) 
Въ этихъ уравненмяхъ множители т, у, 2 будуть различны для раз- 
личныхъ точекъ системы, множители же да. ОВ, 5— одинаковы. Под- 
ставляя перемфщеня (101) въ услов1е (93) и приравнивая нулю 


множители при произвольныхь величинахъь д», 08, у, мы полу- 
чаемтъ: 
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Уне — на Ури, 


У» (29: 


Уи —0) = УСХу— 14). 


Сравнивая эти уравненя съ выраженями (38) ($ 23) слагающихъ 
моментовъ по осямъ координатъ, мы находимъ, что лфвыя части 
(102) предетавляютъ слагающе моменты изм $ нения количества дви- 
жен!я по осямъ координатъ, а правыя— моменты приложенныхъ силъ. 
Написавъ лЪвыя части (102) въ видъ 


29.) = Усе — Х2). (102) 


Е (те, ) — у ат», 
и, ИТ. Д. 


ф 


гдЪ символъ 4 обозначаетъ безконечно малое алгебрапчеекое прира- 
щен!е, въ течени элемента времени 4. мы найдемъ, что числители 
этихъ выражен!й представятъ слагаюце моменты приращенй коли- 
чества лвиженя. Но моментъ приращеня вектора равенъ приращен!ю 
момента того-же вектора (\ 24, (47)); саБдоватезьно: 


У 4(тл,) — уа(тх,) [7 Ут, — ить, 
о — а 


(1037 


ит. д. Складывая геометрически правыя и лЪвыя части выражен 
(102), и обозначая черезъ 0 длину перпендикуляра изъ начала ко- 
ординатъ на направлен!е соотвфтетвующаго ускореня 9 (геометриче- 
ской суммы 0» -- 9, -9:), а черезъ ‚длину перпендикуляра изъ 
начала на направлен! приложенной силы Л (геометрической суммы 
х-- У-- И), мы находимъ: 


1 - 
ухе =)т р, (104) 


выражен!е тождественное съ (55) ($ 25), при чемъ 00% суммы 
берутся геометрически. Обозначая затЪмь черезъ 0 даину перпен- 
дикуляра изъ начала координать на направлеше скорости © (геоме- 
трической суммы тх -- 5; -- ©), и помня, что 


хи». б 2 4, 
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ГДЪ символъ А обозначаетъ геометрическое приращене, мы полу- 
чаемъ изъ (104): 


ь 
А то. 
Е 2 


т. е., въ случаЪ существовашя упомянутыхъ возможныхъ пере- 
уфщенй, приращен!е (геометрическое) момента коли- 
чествъ движения системы изм $ ряется моментомъ при- 
ложенныхъ силъ. 

СлЪдовательно вообще: если для точекъ связной еи- 
стемы существуетъ возможность одновременных 
произвольныхъ, но одинаковыхъ для вс Ъхъ точектъ, по- 
ступательныхъ перем $ щен! Я и вращен1й, то приложен- 
ныя силы производятъ въ системЪ такое-же изм не- 
н1е количества движен!я и его момента, какъ во вся- 
кой свободной консервативной системъ; т. е. одна и та- 
же геометрическая сумма приложенныхъ силъ обусловитъ одно и 
тоже измфнен1е количества движен1я, къ какой-бы системЪ силы, 
составляющя эту данную геометрическую сумму, ни были приложены, 
лишь-бы упомянутая система могла всЪми своими точками одинаково 
поступательно перемфщаться; точно также одинъ и тотъ-же моментъ 
силъ всегда произведетъ одинаковое измёненше момента количества 
движен1я системы, какова-бы она ни была, лишь-бы ея точки могли 
одновременно вращаться около произвольно выбранныхъ осей. 


$ 5-2, Центростремительная и центробфжная силы. 


Мы уже видЪли въ $ Ти © 8, что ускореше веякаго криволиней- 
наго движен1я можетъ быть разложено на два слагающихъ ускоре- 
щя, изъ которыхъ одно всегда совпадаетъ съ направленемъ движе- 
ня, а другое ему перпендикулярно и направлено къ центру соприка- 
сающагося круга; первое есть тангенц1альное ускорене, вто- 
рое- центростремительное. С00бразно съ этимъ, всякая сила, 
обусловливающая криволинейное движене матерлальной точки, раз- 
лагается на дв тангенц1альную и центростремитель- 
ную. При прямолинейномъ движени свободной матер1альной точки, 
можетъ дЪйствовать только одна тангенщальная сила, при равномЪр- 

12 
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номъ криволинейномъ— одна центростремительная, величина которой 
вообще различна для каждаго элемента криволинейнаго пути, и остается 
постоянною, только если путь круговой. Бели точка не свободна, то 
мы можемъ представить себЪ ея движене криволинейнымъ, безъ дЪй- 
ств1я какой либо приложенной силы, при чемъ изм$нен1е направле- 
ня пути будетъ происходить велЪдетв1е услов!я несвободы точки, 
а самое движен!е можетъ быть саЪдетвьемъ скорости, сообщенной 
точкЪ на первомъ элемент ея пути. Примфръ такого рода движения 
представить точка, вращающаяся равномЪфрно около центра, съ кото- 
рымъ она связана нерастяжимою нитью, или точка, движущаяся рав- 
номЪрно по изогнутой проволокЪ, которую она не можетъ оставить, 
или точка, движущаяся внутри криваго канала, и т. п. Во вефхъ 
этихъ движешяхъ несвободной точки существуетъь центростремитель- 
ное ускорене, а слЪдовательно должна существовать и центростре- 
мительная сила. Если эта поелЪдняя не дана, какъ нфкоторая из- 
вЪетная сила, обусловленная извЪетными другими дЪйствующими мас- 
сами, то мы должны источникъ ея искать въ тЪхъ матеральныхъ 
препятетваяхъ, которыя ограничиваютъ въ данномъ случаЪ свободу 
движен1я точки. Поэтому мы говоримъ, что нить тянетъ матерлальную 
точку къ центру, или каждый элементъ проволоки или канала, по 
которымъ проходитъ точка, толкаетъ ее къ центру соприкасающагося 
круга. Но если какая нибудь матер1альная система своимъ присут- 
ствемъ обусловливаетъь как1я либо силы на другую систему или 
точку, то эта послфдняя, по третьему закону Ньютона, должна дЁй- 
ствовать на первую съ силами равными и противоположными. Са$- 
довательно, если въ данномъ случаЪ матеральныя препятствия 00у- 
словливаютъ ДЪйств1е на несвободную точку центростремительной 
силы, то и сама движущаяся матерлальная точка должна ДЪЙство- 
вать на эти препятетв1я съ силою, равною и противоположною цен- 
тростремительной: такая сила называется центроб жною. Дру- 
гими словами, если нить тянетъ матертальную точку къ центру или 
если каждый элементъ проволоки толкаетъ эту точку къ центру, то 
и сама движущаяся точка обратно натягиваетъ нить и обратно тол- 
каетъ элементъ проволоки прочь отъ центра. Что такая центробЪж- 
ная сила дЪйствительно существуетъ, мы видимъ изъ того, что съ 
увеличенемъ скорости, квадрату которой эта сила должна быть про- 
порц!ональна, нить обрывается и проволока ломается. ВромЪ давле- 
ня на матертальныя преграды, обусловленнаго центробЪжною силою, 
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можетъ еще очевидно существовать давлене, обусловленное какою 
либо приложенною силою, если эта послЪдняя, или часть ея, ДЪй- 
ствуетъ въ направлени невозможныхъ перемфщений. 

Въ тьмъ же самымъ выводамъ относительно существованя и 
значен1я центробъжной силы мы прЙдемъ, если будемъ разыскивать 
для несвободной точки величину потерянной силы, удовлетворяющей 
общему услов1ю движен!я (93). Если величина и направлеше прило- 
женной къ точкЪ 2 силы будеть Ё, а величина и направлене уско- 
рен!я 9, то величина и направлене потерянной силы выразится гео- 
метрическою разност!ю 


Е- тд. (106) 
Эта сила должна быть уравновЪшена данными сопротивленями, 0бу- 
словливающими несвободу точки. Если точка ве можетъ оставить 
данную поверхность, то на основами условй равновЪе1я, которыя 
должны удовлетворяться въ каждый моментъ движен1я, потерянная 
сила должна быть всегда перпендикулярна къ поверхности, и вели- 
чина ея найдется, если мы каждую изъ двухъ силъ (106) проложимъ 
на нормаль къ поверхности и найдемъ алгебраическую сумму этихъ. 
проложен. СлЪфдовательно, если Р будетъ величина потерянной си- 


лы и и—направленте нормали въ какую нибудь сторону отъ поверх- 
ности, то 


Р = ЕРеоз (Ри) — т9 соз (9,п). (107) 
Но, по &Т, 
472 
ы Е 9 9 


ТДЪ сумма берется геометрически, 9 и 9, перпендикулярны другъ 
къ другу, ® есть скорость движеня, о—радусъь соприкасающагося 
круга, и д, направлено отъ окружности къ центру этого круга. Сл$- 
довательно: 


472 
9 00$ (9,7) = 9608 (9,®) — Е. с0$ (2,7), 


если направлен1е р считать отъ центра къ окружности, т. е. проти 
воположно 0,. Но такъ какъ 0, и п перпендикулярны другъ къ дру- 
гу, то (107) превращается въ 


770? 
Р == Ео9з (Ри) + ‚008 (2,п). (108) 
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Если приложенная сила равна нулю, то услов1е движеня обращается въ 
. х № 
— 24 03 (9,05).08°2 0, 


ГДЪ 03 есть одно изъ возможныхъ перемьщенй точки въ каждый 
моментъ ея движеня. Но если точка движется по поверхности, то 
даяЯ Нея возможны, какъ положительныя, такъ и отрицательныя вели- 
чины 08; саЪдовательно, или должно быть д =0, и тогда нЪтъ дви- 
тен!1я, или со$ (4.93) — 0. и тогда еоз (2,2) =-=1, велфдетв1е чего 
по (108): 


Р—--—, (109) 


гдЪ знаки -= берутся, смотря потому, совпадаютъ-ли © и ®, или направае- 
ны другъ другу противоположно. Если точка можетъ оставить поверх- 
ность въ сторону, противоположную я, то _Р должно быть всегда положи- 
тельно или нуль, для того чтобы возможная работа— Рёж оставалась 
всегда отрицательною или нулемъ. Въ такомъ случаЪ, если соз (12) и 
со$ (2.2) въ (108) положительные, то движен!е возможно по поверхности 
во веякою скорост!ю; если оба косинуса отрицательные, то движене 
по поверхности невозможно. если знаки косинусовъ различные, то 
движен!е возможно, когда 


77? 770? р 
Есоз (Е,и)>> — > с0$ (2), пли — Есоз (Ки) 5 е08 (5,12) › 


смотря по тому, будетъ-ли с0$(Ё,й) положительный или отрицатель- 
ный. Кели наконецъ, 


7" 
Е с03 (Ри) — — 5 008 (>И), (110) 


то давлеше Р=0, и движене происходитъ такъ, какъ будто точка 
была свободна, т. е. вполнЪ обусловливается только одною силою 
Р, независимо отъ присутетвя поверхности. 


$ $3. Кинетическая энергй. 


Въ предыдущихъ параграфахъ мы разсматривали работу, кото- 
рую данныя силы только могли-бы сдЪлать при данныхъ условяхъ. 
Теперь обратимея къ той работ\, которая дЪйствительно совершается 
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силами при данномъ движении ихъ точекъ приложения. Прежде всего 


опредЪлимь работу, совершаемую ускорительною силою. 
А Пусть 05 (рис. 60) будетъ криволинейный 


путь, по которому происходить движене данной 
м с матертальной точки 20, свободной или нЪтъ, и 09д— 
ТТ направлен!е ускорен1я въ точкЪ О этого пути. Для 
д По каждой точки пути, вообще говоря, величина и 

Рис. 60. направлен!е ускоренй будутъ различны. но для 
двухъ безконечно близкихъ точекъ величины и направлен!я ускорен!й 
будутъ другъ отъ друга отличаться безконечно мало, если движене 
измъняется непрерывно. Въ этомь предположении мы всегда можемъ 
отложить отъ точки О, вдоль по траэктори Об, нЪкоторую безко- 
нечно малую длину пути 0$, для которой величина и направлене 
ускорен!я останутся неизмЪнными. Если элементъ Оз будетъ безконечно 
малымъ, то изъ этого вообще не слЪфдуетъ, что онъ долженъ быть пря- 
молинейнымъ, ибо не всякая безконечно малая часть кривой лиши 
представляется прямолинейнымъ элементомъ, хотя на так1е элементы 
всякая кривая можетъ быть разбита. Разбить путь движущейся точки 
на прямолинейные элементы—значитъ сравнить данное движен1е съ 
безконечнымъ рядомъ другихъ различныхъ равномфрныхъ движенй, 
изъ которыхъ каждое безконечно близко подходитъ къ данному, с0- 
вершающемуся на той или другой части пути. Разбить движение на 
рядъ элементовъ съ постоянными, но для каждаго элемента разными, 
ускорентями, значитъ сравнить данное движене съ безконечнымъ ря- 
домъ другихъ различныхъ параболическихъ движенй, изъ которыхъ 
каждое безконечно близко подходить къ данному, на соотвЪтетвую- 
щей части пути. Такимъ образомъ, элементъ (0$, отложенный нами 
вышеописаннымъ ©1060бомъ, представить ‹с060ю часть параболы, ко- 
торая можетъ на длинф Оз совпадать съ кривою 0з. Пусть Оуи Ох 
будуть проложеня элемента Оз на направлен!е ускореня ди на на- 
правлен!е 0.4 къ нему перпендикулярное. Тогда работа 4. ускори- 
тельной силы 10 на элементЪ пути Оз будетъ равна по (60) произ- 
ведению изъ проложеня перемфщеня на силу и величины силы, т. е.: 


> 
> 


аГ, =т9. Оу. (111) 


Но путь Оу проходитея проложенемъ движущейся точки рав- 
номЪрно ускоренно (см. $ 9), съ ускорешемъ 9; слБдовательно, если 
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мы обозначимъ черезъ у, и у, начальную и конечную скорости про- 
ложен!я на пути Оу, то ($6, (10)): 
__ 12—02? 
Оу — —— ) 
29 
откуда 


1 
АГ. = 5 (1101? — т®0.?). (112} 


Такъ какъ направлене ОА перпендикулярно къ направлен1ю 
ускорен1я, то скорость движущейся точки по О.4 будетъ неизмЪнна. 
Называя эту скорость черезъ ц, а начальную и конечную скорости 
по траэкторти — черезъ 9, и %., мы будемъ имЪть: 

О = ИН, в ==" +0, *, 


велЪдетв!е чего (112) превращается въ 


(113) 


Половина произведения изъ массы движущейся точки и квадрата 
ея скорости называется кинетическою энергею или живою 
силою *) данной массы. Выражен!е (113) показываетъ, что ра- 
бота ускорительной силы на элемент пути, пока уско- 
рен!е остается неизм$ ннымъ, изм ряется прираще- 
н1емъ кинетической энерг!и на этомъ пути. 

Если элементъ пути безконечно малъ и измфнен1е движеня про- 
исходитъ непрерывно, то упомянутое приращене живой силы будетъ 
тоже безконечно мало; обозначая это приращен!е символомъ 4, мы 
можемъ форм. (113) представить вообще въ видЪ 


х 


2 
ар=а(“>”), (114) 


для всякаго элемента пути. 

Въ тому же самому мы прИдемъ, вычисляя. работу слагающихъ 
ускорительныхъ силъ по осямъ координатъ. Шусть 4.1», @Ёу. Я 
будутъ работы, выполняемыя соотвЪтетвенно силами 0х, ду, Тдь, 
въ течени элемента времени @, и пусть 45, Ау, 42 будутъ проло- 
жен!я на оси координатъ элемента пути 43, проходимаго въ течеше 
времени (? точкою приложеня этихъ силъ. Тогда 


*) Нзкоторые авторы называли живою силою произведен1е пи”. 
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аТ» = т9х.ах, аАГ,=т9;.а4ау, @а№=тдь. 42. 


Обозначая затфмъ черезъ ц., 9. №, и., 9.. м, слагающя ско- 
рости по осямъ координатъ для начала и конца времени 4, и помня, 
что, въ течени элемента времени 04 движеня по осямъ координатъ 
могутъ быть разсматриваемы, какъ равном$рно ускоренныя, мы най- 
демъ, что 


29х 
откуда 


1 1 1 
ах == р (ти — ти) , Я. — 5 (0-2 — 10°?) ‚ Г» =5(ий — т/с”); 


Но Ттакъ какъ 
ат —ат. + ат, -- а», 
цю =’, И 9,2 №2 = 02. 
то 


АТ, = 5 (т? — т ?). 


Всякую конечную длину криволинейнаго пути матер1альной точки 
мы разобъемъ на рядъ послЪдовательныхъ элементовъ, съ постоян- 
ными ускорешями. Если движене непрерывно, то конечная скорость 
предыдущаго элемента будетъ начальною скоростю послфдующаго. 
Называя черезъ 9,,9....® скорости въ концахъ втораго, третьяго 
ит. д. до послЪъдняго я-наго элемента разсматриваемаго пути, мы 
найдемъ, что работы ускорительной силы, 4.., 4С.,... 9, на этихъ 
элементахъ будутъ 


т 
а, = (0? — в), 


(ИЙ 


т 
2 — -5 (8 —%.°), 


77 
а —1 — 9 (9.12 — 9—2) 5 


а = Е (9 — 9,12). 


Складывая предыдущия равенства (алгебраически), мы получаемъ 
въ лфвой части алгебраическую сумму 
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ат. тар +...аГ, 


которая предетавитъ работу ускорительной силы, дЪйствующей не- 
прерывно и перемфнно, на во$хъ элементахъ пути 05, отъ того мЪета, 
ГгдЪ скорость движущейся точки есть 9%, До того мЪета, гдЪ эта ско- 
рость есть ©. Называя эту интегральную работу черезъ ДС, 
мы получимъ въ результат сложеня упомянутыхъ равенствъ: 


‚2 2 
т" 1% 
2 2 


(115) 


откуда видимъ, что работа ускорительной силы на всякомъ 
пути измфряется приращен1емъ кинетической энер- 
Г1И На этомъ пути. 

Если мы имфемъ цЪлую систему матеральныхъ точекъ, то ра- 
бота ускорительныхъ силъ для каждой изъ нихъ выразится разностю 
(115). Алгебраическую сумму живыхъ силъ веЪхъ движущихся то- 
чекъ системы, взятую для даннаго момента времени, будемъ назы- 
вать кинетическою энерг!ею системы. Если мы обозначимъ 


1 1 
Т= 5 Ут и = 5 Ут, (116) 


гдЪ алгебраическая сумма берется по всЪмъ единовременнымъ скоро- 
стямь точекъ системы, и если мы подъ 1 будемъ подразум$ вать работу 
веЪхъ ускорительныхъ силъ, при одновременномъ переходЪ точекъ 
системы отъ однфхъ скоростей къ другимъ, то очевидно, получимъ: 


Г—=Т-—Т.. (117) 


Обратимся теперь къ работЪ, совершаемой силами, приложенными 
къ точкамъ системы, при дЪйствительномъ перемфщени этихъ по- 
слЪднихЪ. Пусть 43 будетъ элементъ пути, пройденный одною изъ 
точекъ системы въ теченш элемента времени (4; если Ё предетав- 
ляетъ величину и направлене силы, приложенной къ этой точкЪ, то 
работа силы Е’ при упомянутомъ перемъщени будеть Е соз (Р, 48) 43. 
Соотношен!е между суммою работъ силъ, приложенныхъь къ точкамъ 
системы, и суммою работъ ускорительныхъь силъ предоставляется 
условемъ (92’} для всякихъ совмЪотныхъ возможныхъ перемфщений 
системы. Но данныя дЪйствительныя .совмфетныя перемфщеня точекъ 
системы очевидно тоже принадлежатъ къ числу возможныхъ, поэтому 
услов1е (92') должно относиться также и къ дфйствительнымъ пере- 
мъщен1ямъ, для которыхъ оно обращается въ 
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АГ . 
У ‚Е с0$ (№, 45) —т9 соз (9, аз) | 45 = 0, (118) 


гдЪ алгебраическая сумма берется по вефмъ точкамъ системы. 

Если условтя, связывающия возможныя перемфщен!я точекъ си- 
стемы, остаются одни и тфже для всякаго времени, то очевидно, что, 
рядомъ съ системой дЪйствительныхъ перемфщен!й, непремфнно должна 
существовать система другихъ возможныхъ перемфщенй, прямо про- 
тивоположныхъ первымъ. Если такъ, то выражене (118) должно 
для каждой системы дЪйствительныхъ перемфщенй обращаться въ 
нуль. ДЪйствительно, если-бы это выражене дЪлалось отрицатель- 
нымъ для системы дЪйствительныхъ перемфщенй, то оно дЪлалось-бы 
необходимо положительнымъ для системы возможныхъ перемфщенй, 
прямо противоположныхъ дЪйствительнымъ; а положительнымъь оно 
по условшю не можетъ быть пи при какой системЪ возможныхъ пе- 
ремъщенй. Итакъ, полагая (118) равнымъ нулю и помня (114), 
мы получаемъ, что работа приложенныхъ силъ равна работЪф ускори- 
тельныхъ силъ; т.е.: ' 


. 2\ 
У Рес (Е, 43) @3 = Ув |", (119) 


или такъ какъ сумма приращен! какихъ либо величинъ равна оче- 
видно приращеню суммы этихъ величинъ, то 


2 
У соз (Е, 45) аз =а \ =, — ат, (120) 


ИН 
(Хах + Уау + 24г) =атТ: (120)! 


т. е. работа приложенныхъ силъ при каждомъ элемен- 
тарномъ перемфщен1и точекъ системы, обусловлен- 
номъ этими силами, изм ряетсея соотв тетвеннымъ 
приращентемъ кинетической энерг!и системы. 
Складывая работы, производимыя приложенными силами на каж- 
домъ изъ ряда послЪдовательныхъ элементарныхъ перемфщенй си- 
стемы, мы получимъ работу 1[, произведенную упомянутыми силами, 
при любомъ конечномъ перемфщени системы изъ одного положения 
въ другое. Точно также, складывая приращен1я кинетической энерги 
при тъхъ-же элементарныхъ перем$щеняхъ, и помня, что кинетическая 
энергия при концЪ одного перемфщеня будетъ очевидно начальною 
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для послЪдующаго перемфщен!я, мы получимъ приращен!е кинетической 
энергии на всемъ конечномъ переходЪ. Слфдовательно, обозначая че- 
резъ 1, и Т начальную и конечную величины кинетической энерги, 
соотвфтетвующей данному переходу, мы получимъ, на основан!и (120): 


т.—=ТЬ-Т,: (121) 


т.е. работа силъ, обусловливающихъ движен!е систе- 
мы, равна всегда соотвЪтетвенному конечному или 
безконечно малому приращен!ю кинетической энер- 
г1и системы. 

Въ случаЪ мгновенныхъ силъ, исходя изъ условя (93)', если 
оно для дЪфйствительнаго движен!я обращается въ нуль, имфемъ: 


р, 


ибо силы, дъйствующия въ течении безконечно малаго времени Ё, 
могуть быть приняты постоянными, а соотвЪтотвующее движен1е — 
равномЪрно ускореннымъ. Поэтому замфняя въ (93)' возможныя пе- 
ремъщеня сх, бу, 62 дЪйтвительными 42. Фу, 42, получимъ: 


| р : | 
ел елет “тт. (21) 


Или ТакЪ какъ 


«Л; —= 460$ (/,2) итд. и= 1 608(Г,42) ит к 


ГгДЪ Г есть результирующая отъ #, ©, №, и такъ какъ 
с0$ (4,2) е0$ (У, <) -- в0$ (4 ‚ у) в0$ (И, У) - с0$ (4,2) е08(Т,2) 
— ©0$ (41, Г), 


то (121)' можно представить въ такомъ видъ: 
У > 7, сов ( 9, 7) + Рев(,7)=Т-—Т,, — (121) 
Или 
У57(%+ 7)=тТ-Т,. 


Итакъ, для измЪфрен!я работы, произведенной силами, прило- 
женными къ точкамъ системы, нужно знать, кромф массъ, связан. 
ныхъ съ этими точками, еще только ихъ начальныя и конечный ско- 
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рости, независимо отъ формы пути, пройденнаго каждою точкою, или 
отъ измфненя силъ, дЪйствовавшихъ на этомъ пути. Но отеюда не 
слЪдуетъ однако, что упомянутая работа или приращен!е кинетиче- 
ской энергии не зависитъ, при данной формЪ пути, отъ величины силъ, 
ДЪйствующихъь на каждомъ его элементЪ, или, при данныхъ си- 
лахъ—отъ формы пути; ибо, хотя работа силъ и вычисляется только 
съ помощю начальныхъ и конечныхъ скоростей, эти послфдня од- 
нако, при различныхъ силахъ и при различныхъ формахъ путей ихъ 
точекъ приложен1я, вообще будутъ различны. 

Должно обратить вниман!е на то, что, на основании общаго усло- 
в1я движен!я (118), только сумма работъ приложенныхъ силъ равна 
сумм Ъ работъ ускорительныхь силъ, и саЪдовательно— приращен1ю 
суммы живыхъ силъ системы. Но изъ этого равенства не сл дуеть 
общее заключене, что работа каждой отдфльной силы, ДЪйствующей 
на какую-либо точку системы и обусловливающей ея движен!е, вообще 
равна работЪ ускорительной силы, приложенной къ той-же точкф%. 
Поэтому приращене живой силы каждой отдЪльной точки системы, 
измъряя работу ускорительной силы этой точки, независимо отъ ве- 
личины ускорительныхъ силъ другихъ точекъ, не будетъ вообще пред- 
ставлять также работу силы, приложенной къ этой точкф. Точно также 
работа потерянной силы не будетъ равна нулю дая каждой отдфльной 
точки системы, при ея дЪйствительномь движени, а будеть нулемъ 
только сумма работъ потерянныхъ силъ для всЪхъ точекъ системы. Толь- 
ко въ случаЪ, если точки системы совершенно свободны, приложенныя 
силы тождественны съ ускорительными, и всЪ заключеня, относя- 
щяся къ работь ускорительныхъ силъ, имфють мфето и для работы 
приложенныхъ силъ. 

Винетическая энерг!я, представляя НЪкоторую работу, изм$- 
ряется очевидно единицами работы, т. е. эргами. Единиц кинетиче- 
ской энерг!и будетъ очевидно соотвфтетвовать живая сила единицы 
массы, обладающей скоростю И?2, или живая сила двухъ единицъ 
массы, обладающихъ скоростю, равною единиц$. 


$ $4. Работа взаимныхъ силъ. 
Прежде всего припомнимъ, что взаимныя силы, по самому сво- 
ему опред$лению, суть силы центральныя; т. е. линйя направлен!я 
каждой изъ взаимныхъ силъ, дЪйствующихь на данную матер1альную 
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точку, непремфнно проходитъ черезъ какую нибудь другую матертальную 
точку, или, Другими словами, всякая сила, дЪйств!е которой мы объ- 
яснляемъ присутствтемъ матерлальныхъ массъ, должна разбиваться 
на составляющя, направленныя къ какимъ либо матертальнымъ точ- 
камъ. Такъ напримфръ, если мы имфемъ двЪ точки 4 и Б, изъ ко- 
торыхъ къ одной, положимъ точкЪ 4, приложена нЪкоторая сила 
то существоване этой силы мы только тогда можемъ объяснить 
присутствтемъ точки РБ, и говорить что Б дЪйствуетъ на 4 
съ силою ХЛ, когда Е направлена по линш АВ; въ противномъ 
случаЪ мы должны искать, или предполагать, еще другия матеральныя 
точки, одну или нЪфоколько, которыя также дЪйствуютъ на точку 4, 
по лишямъ ихъ разстоян! такимъ образомъ, что ихъ силы, елагаясь 
съ силою, направленною по АБ, даютъ въ результать силу Р. Если 
какое нибудь тъло, которое мы можемъ всегда разематривать, какъ 
совокупность матертальныхъ точекъ, обусловливаетъь своимъ присут- 
ствемъ силы. дЪйетвующия на другое тЪло, то существоване этихъ 
послЪднихь мы можемъ лишь тогда объяснять, согласно съ третьимъ 
закономъ Ньютона, только присутетыемъ упомянутаго тЪла, когда 
каждая изъ силъ, дЪйствующихъ на второе тТЪл0, разбивается на 
составаяющя, направленныя къ точкамъ перваго тЪла. Въ противномъ 
номъ случаъ мы должны искать или предполагать существован1е еще 
другихъ источниковъ силы. „Точно также, принимая, что источникъ 
силы веегда найдется въ какой либо матерлальной массЪ, мы должны 
принять, строго говоря, что одна и таже данная масса, находясь въ 
одномъ и томъ-же положении относительно другой массы, дЪйствуетъ 
на эту послЬднюю всегда однимъ и тьмъ-же образомъ. слЪдовательно, 
каждая изъ двухъ равныхъ взаимныхъ силъ, съ какими дЪиствуютъ 
другь на друга двЪ данныя матер1альныя точки, останется всегда 
одна и таже, если взаимное положеше двухъ точекъ, т.е. ихъ раз- 
стоян1!е, не измънитея, какъ-бы ни измЪнялось при этомъ ихъ поло- 
жене относительно другихъ точекъ. Еели при одномъ и томъ-же 
разстоянш между двумя взаимодЪйствующими точками, но при раз- 
ныхъ Положешяхъ ихъ лиши соединен1я въ пространствЪ, величина 
силъ, дЪйствующихъ на ту или другую точку, будетъ мЪняться, то 
мы должны приписать такое измЪненме внфшней силЪ, источникъ ко- 
торой находится внЪ обфихъ данныхъ матерлальныхъ точекъ. 
Переходя къ работЪ взаимныхъ, т. е. центральныхъ силъ, 
представимъ себЪ сперва простЪйший случай, когда матерлальная точка 


7 
©? 
Н— 
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А (рпе. 61) притягивается или оттал- 
кивается другою неподвижною матер1- 
альною точкою О. Если точка 4 свобод- 
на ина нее дЪйствуетъ только сила, ис- 
ходящая изъ О, то она будетъ двигать- 
ся въ ту или другую сторону по лини 
ОА. Пусть лия АС предетавляетъ 
длину пути, пройленнаго точкою 4. 
Разбивая эту длину на элементарныя 
части посредствомъ безчисленнаго мно- 
жества точекъ 0, с, @ ит. д., откладывая на перпендикулярахъ, воз- 
ставлепныхъ изъ этихъ послфднихъ къ лиши 40, величины силъ, 
ДЪИствующихь на точку 4, въ ея различныхъ разетоямяхъ отъ 0, 
и соединяя концы упомянутыхъ перпендикуляровъ непрерывно кри- 
вою М, мы получимъ площадь АМС, которой величина предста- 
витъ, по & 26, работу, перем$нной центральной силы, дЪйствующей 
на точку 4, на ея пути АС. Такъ какъ разсматриваемая централь- 
ная сила измфняетея только съ измъненемъ разетоян1я 4 отъ 0, 
то эта сила будетъ одна и таже на поверхности какой либо сферы, 
описанной изъ О, какъ центра; т. е. на точку 4, помфщенную въ 
различныхъ пунктахъ упомянутой сферической поверхности, будетъ 
дЪйствовать сила одной и той-же величины, если эта сила обуслов- 
ливаетея только присутств1емъ матер1альной точки О. Предположим 
затЪмъ, что точка „4 не свободна, или что на нее дЪйствуютъ еще 
друг!я силы, отклоняющ!я ее отъ прямолинейнаго пути АС. Пуеть 
А’ и С" будутъ начальное и конечное положеня движущейся точ- 
ки на ея новомъ пути, отстояпия отъ О на столько-же, на сколь- 
ко въ первомъ случаЪ отстояли положеня А и С. Пусть кривая А! 
о с'...С’ представляетъ форму новаго пути между упомянутыми 
предЪлами. Эта кривая вообще можетъ не лежать въ одной плоскости. 
Описавъ около О, какъ центра, рядъ сферъ, проходящихъ поеслЪдо- 
вательно черезъ точки .4, 0с..., мы разофчемъ этими сферами 
кривую 4’С' на элементарныя части 46’ 0е’ит. д. Направленя 
силы въ точкахь 4’ 0’, с'... предотавятея радусами 40, 6'0, 
'0..., а ея величины (тЪ-же, что въ точкахъ А, В, с... )—пер- 
пендикулярами 4/7, 01/, СГ”... Отрузки А'Ф" се" са"... ит. д. 
представятъ проложен1я элементарныхъ путей на направлен!я силъ, 
ДЪйствующихъ на этихъ путяхъ. Упомянутые отрЪзки будуть оче- 
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видно равны соотвфтетвенно отрЪзкамь 6. 0с, с@..., такъ какъ 
всЪф сферы концентрическя. Работа силы на каждомъ изъ элементовъ 
пути будетъ равна произведен!ю изъ величины силы (напримъръ — 
лин!и с) и проложеня элемента пути на паправлен!е силы (т. е. 
напримЪръ, отрфзка с'4", или равнаго ему с@). Такимъ образомъ, 
сумма элементарныхъ работъ на отрЪзкахъ пути 4'0', 6, СФ... 
выразится черезъ 


АГ. А НЫ. с" -- 
—= АГ. АБ ЬГ фе с. са+..., 


то есть тою-же площадью 42МС, что въ первомъ случаЪ. Итакъ, 
если точка движется подъ дъйствемъ центральной силы, то работа 
этой поелъдней имфетъ одну и туже величину, каке-бы пути ни про- 
ходила движущаяся точка между двумя своими данными положен!ями, 
или вообще между двумя данными сферами, описанными около цент- 
ра силы. 

Если точка „4 остается неподвижною. а точка О движется, подъ 
дъйств1емъ центральной силы центра 4, оть первоначальнаго раз- 
стояня равнаго О.4 до конечнаго разстоямя НА = СО, то, по ра- 
венству взаимныхь силъ, работа приложенной къ О силы будетъ 
таже, какъ при движен!и точки 4 между тфми-же разстоян1ями. ДЪЙ- 
ствительно, чтобы представить эту работу графически, мы должны 
строить отъ точки О туже самую площадь, какъ прежде отъ точки 
А, ибо, по равенству взаимныхъ силъ, отъ точки О влЪво, вдоль по 
лини ОА, будутъ возставлены так1е-же перпендикуляры, какъ АД, 
Ь[/ ит. д. ВромЪ того, хотя въ посл5днемъ случаЪ сила, дЪйствую- 
щая на точку О, будетъ противоположна по знаку силЪ, дЪйствующей 
въ первомъ случаь на А, но и перемфщене точки О, подъ дЪй- 
ств1емъ упомянутой силы, будетъ противоположно по знаку перем$- 
щеню точки 4; слЪдовательно работа силы, дЪйствующей на О въ 
разсматриваемомъ случаЪ, будетъь равна по величин и по знаку ра- 
бот» силы, дЪйствовавшей на „4 въ предыдущемь случаЪ. Если 00ъ 
точки 4 и О движутся заразъ съ одинакими скоростями, не измЪняя 
слЪдовательно своего разстояня, то работы ихъ взаимныхъ силъ 
будутъ равны, но противоположны по знаку, ибо силы эти равны и 
противоположны, а перемфщен!я ихъ точекъ приложешя въ данномъ 
случаь одинаковы по величинЪ и по знаку. Если 06% точки 4 и 0 
движутся какъ угодно, и къ ихъ перемфщен!ю будутъ приложены еще 
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перемЪщен1я, одинак1я для обфихъ точекъ по величин и по знаку, 
то сумма работъ двухъ разсматриваемыхъ взаииныхъ силъ при этомъ 
не измЪнитея. ДЪйетвительно, работа каждой изъ двухъ силъ на но- 
выхъ путяхъ, произшедшихъь отъ приложения вышеупомянутыхъ до- 
бавочныхъ перемфщенй, будетъ равна (по $ 26, (62')) суммЪ работъ 
на прежнихъ перемфщешяхъ и на прибавочныхъ; но работы обЪихъ 
взаимныхъ силъ на этихъ послЪднихь перем$щеняхъ равны и про- 
тивополежны; слЪдовательно алгебраическая сумма работъ на резуль- 
тирующихъ перемфщеняхъ останется прежняя. 

Предположимъ теперь, что 06Ъ точки 4 и О движутся заразъ 
по какимъ угодно путямъ и переходятъ отъ разетояюя “/, между 
ними къ разстоян!ю ^/,; опредфлимъ соотвфтетвующую сумму работъ 
взаимныхъ силъ обфихъ точекъ. На каждыхъ двухъ соотвЪтетвую- 
щихъ элементахъ путей, проходимыхъ одновременно точками Аи 0, 
будемъ прилагать къ перемфщенямъ этихъ точекъ новыя перемфще- 
н1я, одинак1я по величинЪ и знаку; кромЪ того выберемъ эти по- 
слЪдн1я такъ, чтобы они были еще всегда равны и противоположны 
соотв$тетвующему перемфщеню одной изъ точекъ .4 или О. Сумма 
работъ разсматриваемыхъ взаимныхъ силъ отъ такихъ прибавочныхъ 
перемфщенй не измфнится, и будетъ очевидно таже самая, какъ въ 
томъ случаЪ, когда одна изъ точекъ была-бы неподвижна, а другая 
перем щалась-бы съ разстоян!я “/, относительно первой на разстояне 
7.. Но величина этой послЪдней работы не зависить отъ формы пути 
движущейся точки между предфльными разетоявями ^/: и \,; слВдо- 
вательно заключаемъ вообще, что сумма работъ каждой пары 
взаимныхъ силъ не зависитъ отъ формы путей, про- 
ходимыхъ обфими взаимодЪИствующими точками и 
остается всегда одна и таже между одними и тЪми-же 
пред Ъф льными взаимными разстоян1ями обфихъ точекъ. 

Если нЪеколько свободныхъ или связныхъ матер!альныхъ точекъ 
дЪйствуютъ другъ на друга со взаимными силами, то сумма работъ 
веЪхъ этихъ силъ при какомъ нибудь перемщени точекъ будетъ 
слагаться изъ работъ силъ, съ которыми каждыя двЪ изъ точекъ 
системы дЪйствуютъ другъ на друга, ибо работа равнодЪйствующихъ 
силъ равна суммЪ работъ слагающихъ. Но сумма работъ каждой пары 
взаимныхъ силъ будетъ опредфляться только начальнымъ и конеч- 
ными разетоян1ями соотвЪтетвующихъ двухъ матер1альныхъ точекъ; 
слЪдовательно вообще: сумма работъ всЪъхъ взаимных ъ силъ, 


192 ГзАВА П. Нринципы Динлмики. 55 


дъйствующихъ между матер1альными точками, сво- 
бодными или несвободными, данной системы, остает- 
ся всегда одна и таже при перем $ щен1яхъ междудвумя 
данными относительнымн расположен1ями этихъ то- 
чекъ, по какимъ-бы путямъ он ни перем щались меж- 
ду двумя упомянутыми разм $ щен1ями. При этомъ остается 
постоянною и сумма работъ каждой пары взаимныхъ силъ, но о0че- 
видно— не каждой изъ взаимныхъ силъ отдфльно, и не каждой резуль- 
тирующей взаимныхъ силъ, приложенной къ той или другой точкЪ 
системы. Если начальное и конечное размфщеня точекъ системы сов- 
падаютъ, то работа взаимныхъ силъ обращается въ нуль. слЪдова- 
тельно, если точки системы, выйдя изъ нфкоторыхъ положен, посл 
ряда перемфщен!й опять возвращаются къ этимъь положеншямъ, то 
при этомъ работа взаимныхъ силъ равна нулю. 

Если мы имЪемъ 2 матер1альныхъ точекъ, составляющихъ дан- 
ную систему и движущихся подъ дфйствемъ ихъ взаимныхъ Силъ, 
то, выдЪливши изъ числа я число 2 матеральныхъ точекъ, мы мо- 
жемъ утверждать, что работа взаимныхъ силъ между этими 7 точками 
будетъ одна и таже для вс5хъ путей между двумя данными разм$- 
щен1ями 20 точекъ. но при этомъ не будетъ одна и таже работа веЪхъ 
силъ, дЪйствующихъ на эти точки, ибо къ нимъ прилагаются еще 
силы. зависящ!я отъ остальныхъь и#—т точекъ системы; а работа 
этихъ силъ будетъ тогда, при данныхъ условяхъ, одна и таже, когда, 
при различныхъ путяхъ выдфленныхъь 2 точекъ между двумя дан- 
ными ихЪ размфщенями, остальныя я — 2 точекъ будутъ каждый 
разъ перем$щаться только въ пред$лахъ между двумя одними и тъми- 
же расположен1ями относительно разсматриваемыхъ 7% точекъ. 


$ 35. Законъ сохраненя энергии. 


Изъ объясненныхъ въ предыдущемъ параграф» свойствъ работы 
взаимныхъ силъ непосредственно слфдуетъ, что приращене кинети- 
ческой энерги системы точекъ, находящихея только подъ дЪйств1емъ 
взаимныхъь силъ, остается одно и тоже при перем$щен!и точекъ между 
ихъ двумя данными расположенями, независимо отъ формы ихъ пу- 
тей. Дъйствительно, приращен!е кинетической энерги измЪряетъ (по 
® 33) работу веБхъ силъ, приложенныхъ къ точкамь системы, при 
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упомянутомъ перемфщенш; но такъ какъ по предположению приложен- 
ныя силы суть взаимныя, то эта работа, а слЪдовательно и изм$- 
ряющее ее приращене кинетической энерги, не зависить отъ формы 
пути между двумя данными расположенями точекъ системы относи- 
тельно другъ друга. Выведенное слЪдетв1е извЪетно подъ именемъ 
закона живыхъ силъ, и представляетъ формулировку одной сто- 
роны, болЪе общаго закона — сохранен1я энерг1и. 

Въ видЪ примБра представимъ себЪ случай. когда нЪкоторая 
матер1альная точка движется подъ дЪйств!емъ постоянной по величинъ 
и направлению силы (напр. силы тяжести) между двумя плоскостями 
{рис. 62) аа и66, перпендикулярными къ направленю Р. Силу Е можно 
разсматривать здЪсь, какъ центральную, при- 
чемъ ДЪйствующи центръ находится всегда на 
безконечномъ разстояни отъ движущейся точ- 
ки. Работа силы А будетъ при этомъ одна и 
таже, проходитъ-ли точка езободно длину аб 
въ направлении силы, или, велъдетв!е огра- 

Рис. 62. ничивающихъ ея свободу препятствий, она дви- 
жется между тЪми-же плоскостями по кривымъ ас, а4, или ае. Точно 
также, во всЪхъ упомлнутыхъ случаяхъ будетъ одно и тоже прира- 
щен!е кинетической энерг1и системы, которая тутъ состоитъ вся изъ 
живой силы движущейся точки. Если первоначальная скорость точки 
ВЪ а есть нуль, то въ концЪ каждаго изъ упомянутыхъ путей, эта 
точка очевидно пр1обрфтетъ одну и туже скорость © (по величин%) 


независимо оть формы путей, ибо приращене ея живой силы, рав- 
2 


. 77 
ное при этомъ услов!и —5-, будетъ всегда одно и тоже. 


Представим себЪ нЪкоторое заранфе опредъленное размфщен!е 
матер1альныхъ точекъ, свободныхъ или нЪтъ, находящихся подъ дЪй- 
сттемъ взаимныхъь силъ, и назовемъ это размфщен!е буквою 4. 
Предположимъ затфмЪъ, что точки системы движутся отъ нфкотораго 
своего первоначальнаго положеня, въ которомъ кинетическая энергия 
системы равна Т., и на пути своего движеня проходятъ черезъ раз- 
мфщен!е, для котораго кинетическая энергя системы дЪфлается рав- 
ною 7. Тогда разность 1—7, измЪряетъ положительную или отри- 
цательную работу, выполненную взаимными силами системы на пути, 
между двумя упомянутыми размфщен1ями ея точекъ. Но такъ какъ съ 
другой стороны, эта работа не зависить отъ формы путей точекъ 
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между размёщенями (Л) и (Т). то мы можемъ ее вычислить, пред- 
полагая, что система приходить изъ положення (Т.) въ положене 
(Т), переходя на своемъ пути черезъ размфщен!е .4; т. е. работа вза- 
имныхъ силъ, на пути между (7%) п (Т), будетъ очевидно равна сумм 
работъ, которыя были-бы совершены, если-бы система перемфщалась. 
отъ (1) къ 4, и затфмъ—оть 4 кь (Т). 0бозначимъ черезъ ®% 
работу взаимныхъ силъ между размфщенями (.7%,) и 4, а черезъ .®— 
работу при переходЪ отъ размщеня (Т)къ 4. Тогда очевидно, —ю 
выразитъ работу при переходЪ оть А къ (ТГ), ибо работа, на пути 
отъ (Т) къ А и опять къ (Т), должна быть равна нулю. Такимъ 
образомъ, работа, при послЪдовательныхъ переходахъ между разм ще- 


шями (-1.). А и (Т), выразится черезъ ®,—ю, и слфдовательно 
(см. (121)): 


1 —Щ=ю-—ю, (122 } 
ИЛИ. 


Т+но=Ц-Но,, (123) 


гдЪ подъ Г мы можемъ подразумЪвать кинетическую энерг!ю системы 
въ любомъ ея положени, во время движен!я изъ начальнаго поло- 
жен1я ©., А ПОДЪ & — соотвЪтетвующую работу, которую должны вы- 
полнить взаимныя силы, если система будетъ какъ-либо переведена 
изъ разсматриваемаго переходнаго состояня (СТ) въ н%которое за- 
ранфе опредфленное состояше 4. Эта работа в, которую силы си- 
стемы изъ какого либо ея даннаго состоямя имЪютъ возмож- 
ность выполнить, при переход» въ другое, заранЪе разъ на всегда. 
отм ченное, состоян1е, называется потенц1альною энерг!ею 
системы въ ея данномъ состоянии. Очевидно, что потенщальная энер- 
гя по своей величин зависитъ только отъ отноеительнаго разм$- 
щения точекъ системы. Убыль потенщальной энергии между двумя 
состоямями системы, или ея отрицательное приращене (т. е. раз- 
ность &, — © между величинами потенцальной энерг!и въ первомъ и 
во второмъ состояни), измфряетъ соотвфтетвующую работу взаим- 
НЫХЪ СИЛЪ. 

Уравнен!е (123) показываетъ, что если точки системы. 
выйдя изъ опредфленнаго своего начальнаго положе- 
н1я, будутъ двигаться подъ дЪъйств1емъ взаимныхъ 
силъ, то во все время движен!я сумма изъ потенц1аль- 
ной и кинетической энерг!н системы останется неиз- 
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м нною. Уравнен!е-же (122) выражаетъ очевидно упомянутый въ на- 
чалЪ параграфа законъ живыхъ силъ, который можетъ быть 
формулированъ еще такимъ образомъ: приращен!е кинетиче- 
ской энерг!и системы точекъ, движущихся подъ дЪЙ- 
ств1емъ взаимныхъ силт, изм ряется убылью потен- 
ц1альной энерг!и, и не зависить отъ формы пути меж- 
ду двумя данными разм $ щен] ями точектъ. 

Выбравши для данной системы, вмфето размфщен1я ея точекъ 
А, какое нибудь другое размёщене В, по направленю къ которому мы 
будемъ отечитывать потенцальную энерг!ю веъхъ другихъ состоя 
системы, мы Т5мъ самымъ измфнимъ величину потенц1альной энерг!и 
для каждаго изъ состоян1й системы. Но легко видЪть, что эта величина 
измЪнится для вофхъ разм5щен!Й на одно и тоже количество, такъ что 
разности между величинами потенц1альной энерг!и для двухъ какихъ ни- 
будь состоян!Й системы всегда останутся однЪ и тфже. независимо отъ 
выбора заранфе отмЪченныхъ состоя 4 или В. Это очевидно уже 
изъ того, что упомянутая разность величинъ потенц!альной энерги 
для двухъ какихъ либо состояюй системы, представляя работу вза- 
имныхъ силъ между этими состоянями, остается всегда одна и таже. 
КромЪ того, слфдующя соображен!я позволяютъ намъ опред$лить, на 
сколько измфнятся величины потенцальной энерги для разныхъ 6о- 
стоявй системы, съ перемЪной разифщеня А на разм щение В. Пусть 
ори в, будуть величины потенщальной энергии двухъ состоянй (1) 
и (2), по отношен!ю къ размы5щеню „4; пусть «Ги ©,' будутъ такя- 
же величины тЪхъ-же состояй, по отношен!ю къ размфщеню В. и 
пусть х будетъ величина потенц1альной энерги состояня А, по от- 
ношеню къ размёщеню Б; т. е. и будетъ равно работЪ взаимныхъ 
силъ при переход оть 4 къ ВБ. Тогда, на основами извЪстныхъ 
свойствъ работы взаимныхь силъ, ихъ работа между (1) и В, т. е. 
®,', будетъ равна работЪ между (1) и А-- работЪ между А и В: те. 


= и вю, о, 
а слБдовательно: (124) 
ы — 6, =, —®, =4, 


что и потребовалось доказать. 

СлЪдовательно, относительно какого-бы размёщеня „4 точекъ 
системы (но всегда одного) мы ни считали величины ея потенщаль- 
ной энерг!и для различныхъ моментовъ движен1я, сумма изъ потен- 
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ц1альной и. кинетической энергии будетъ во все время движения оста- 
ваться неизмфнною. ДЪйствительно, прибавляя къ обфимъ частямъ 
(123) совершенно произвольную постоянную величину х, мы имфемъ: 


Т+о-та=Т о - я, 
или по (124): | 
То =БЦ-о,. (125) 


Сумма изъ потенцтальной и кинетической энергии называется 
энерг!ею системы, и уравнешя (123) и (125), указывающия 
на постоянство величины этой энерг!и во время движен1я, выражаютъ 
законъ сохранен1я энерги, величина которой не можетъ 
быть измЪнена взаимными силами системы: т. е. 


Т- ® —= Соп8ё. - (126) 

Система точекъ, энерг1я которой остается неизифнною во время 
движен1я, называется консервативною. 

Постоянная величина (Соп$батз) въ выражени (126), предетав- 

ляя количество энерг!и системы, представляеть также очевидно съ 


одной стороны потенц!альную энергю системы для того моменталь- 
наго ея состояня, при кототомь Г=0; но такъ какъ 


т \" 
д 


и 2 


и является суммою существенно положительныхъ членовъ, то она мо- 
жетъ обращаться въ нуль только тогда, когда каждый членъ суммы бу- 
детъ нуль, т.е. когда всЪ 9=0; слЪдовательно Сопз$. предетавитъ потен- 
ц1альную энергию для того момента времени, когда всЪ скорости систе- 
мы будутъ нулями. Съ другой стороны, Соп3ф. можно разсматривать, 
какъ величину кинетической энерг!и системы для того ея состояния, 
въ которомъ ея потенщальная энерг!я обращается въ нуль. Итакъ, 
чтобы измфрить количество энергии системы, нужно знать или 
ея потенцальную энергию для разм щения съ нулевыми скоростями, 
или ея ‘кинетическую энергию для размфщешя съ нулевой потен- 
ц1альной энергей. 

Абсолютная величина энерги системы остается произвольною 
въ выраженяхъ (125) и (126), ибо она зависитъ отъ произвола въ 
выборЪ размфщен!я „4, относительно котораго считается потенц1аль- 
ная энергия. но разъ будучи выбрана тою или другою, величина энер- 
ги не измфняется во все время движен!я системы. Однако упомя- 
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нутая произвольность исчезаетъ, если мы разъ на всегда условимся 
выбирать такое размьщен!е 4, которое было-бы связано съ извЪет- 
ными опредзленными свойствами системы въ соотвфтетвующемъ ея 
состоянии. 

Между всЪми размьщенями, въ которыя могутъ прийти точки 
системы, отправляясь изъ нЪкотораго состоян1я (1), мы выберемъ 
такое (.4), относительно котораго потенщальная энертя, т. е. работа 
между (1) и (4), будетъ наибольшая. Тогда легко видЪть, что по- 
тенщальная энерг!я какого либо другаго размфщеня (2) системы 
относительно (.4) будетъ тоже наибольшая. Дъйствительно, пусть П. 
и «, будуть величины потенцальной энергии для состоявя (1), от 
считанныя соотвЪтетвенно относительно разыфщенй (4) и какого-либо 
другаго Б; тогда по условю П, > в.. Если теперь П, и в, 6у- 
дуть подобнаго-же рода величины потеншальной энерг!и для состоя- 
ня (2), то на основаши (124): 


1, — ©, =П, — ©, 
ий слЪдовательно 
П>о,. (127) 


ВромЪ того, для каждаго соотвЪтетвующаго размЪщеня наиболь- 
шая величина потенциальной энерги П должна быть положительною, 
ибо относительно какого-бы другаго размфщеня, кромЪ (44), мы ни 
опредфлили величину потенц!альной энерги ®, мы должны имЪть 
всегда П>> ®; но между всевозможными величинами, которыя мы м0- 
жемъ приписать ®, измфняя выборъ отифченнаго размфщеня ВБ, 
есть также и величина в —=0, которую получимъ, если разм5щене 
Б отождествимъ съ разематриваемымъ состоянемъ (в); слЪдова- 
тельно между прочимъ должно быть также всякое П>> 0. Опредфляя 
вышеуказаннымъ с10с0бомъ величины П потенщальной энерги для 
различныхъ расположен точекъ системы, мы можемъ выбрать такое 
размъщеше (ВБ), для котораго величина П относительно (4) будетъ 
больше, чёмъ для каждаго изъ остальныхъ. Назовемъ черезъ @ эту 
возможно наибольшую величину потенц!альной энерги системы отно- 
сительно размфщеня (4). Тогда @ предотавитъ очевидно наибольшую 
работу, которую когда либо могутъ выполнить взаимныя силы дан- 
ной системы, и будетъ служить мЪрою, такъ сказать, могущества 
системы. ДЪйствительно, работа, которую взаимныя силы системы 
могутъ выполнить между какими либо другими размёщевями (1) и 


198 ГлаАвВА |. Принципы Динамики. у 35 


(2), не совпадающими съ (4) и (В), будетъ всегда меньше (если 
не равна) @, ибо эта работа выразится разностю П, — П,;а такъ 
какъ по условю < П<Ои0<П, < 0%, т Ш -—-П, < 9—П,; но 
П, > 0, салЪъдовательно и подавно П, —П,< 4. 

Если П будетъ величина потенщальной энерги системы, въ 
одномъ изъ ея состоян!, относительно размфщен!я (4), то подобная 
же величина того-же состояня, относительно размуфщеня (Б’), будетъ 
очевидно т = П — О и сл$довательно всегда отрицательная, ибо 
П < 0. ВромЪ того, п будетъ наименальная изъ всЪхъ величинъ по- 
тенц!альной энерг!и, которыя мы можемъ приписать данному поло- 
жен!ю точекъ системы, измЪняя выборъ сравниваемаго размъщения. 
Дъйствительно, пуеть ® будетъ величина потенцальной энерги. въ 
разсматриваемомъ состоянши, относительно нЪкотораго размфщен!я 
(В'); тогда 


& —= ИП — 0. 


гдЪ ©’ есть работа между (Б’) и (4), которая по услов!ю всегда меньше, 
чмъ (, т. е.-—чЪмъ работа между (ВБ) и (4); слфдовательно т< ®. 
Такимъ образомъ мы опредзлили два предъла п и П, между 
которыми лежатъ величины, могушия быть приписаны потенщальной 
энерги & системы въ данномъ ея состоями, при чемъ всегда 


П-т=о0. (128) 


Введешемъ наибольшей величины потенщальной энергии въ уравне- 
не (123), выражающее законъ сохранешя энерми, мы можемъ дать 
этому уравненмю болЪе опредЪленное механическое толковаше. ИмЪя 
въ такомъ елучаЪ для каждаго момента движеня равенство 


Т+П=Т-+И,, (129) 


мы видимъ во первыхъ, какъ и прежде, что количество энерги си- 
стемы Г--П во время движен1я остается неизмЪннымъ, при чемъ 
оба вида энерги увеличиваются или уменьшаются на счетъ другъ 
друга; т. е. одинъ ея видъ переходитъ въ другой, или наоборотъ. 
ВромЪ того, мы не можемъ себЪ представить никакого такого перво- 
начальнаго положеня системы, для котораго было-бы П, > @ или 
П. < 0. Но величина кинетической энергии Т.. въ первоначальномъ 
положенши, можетъ быть какою угодно, разумЪется положительною, 
величиною. СлЪдовательно вообще могутъ представиться так1е три 
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©лучая: . 
№ =, №1 >08, +1 < 9. (130) 

Въ первомъ случаЪ ур. (129) превращается въ 
Т-П=0, ши Т=-т, (131) 


которое указываетъ, что движене совершается изъ положенмя (Ц, 7.) 
такииъ же образомъ, какъ будто оно началось отъ размёщеня (В), 
ГД П, = ©, съ первоначальнымъ запасомъ кинетической энергии, 
равной нулю; т. е. система въ положени (П.) обладаетъ такою ки- 
нетическою энергею, которая явилась-бы слфдетвемъ работы взаим- 
ныхъ силъ системы на пути отъ размфщеня (РБ) до разиъщеня 
(По), съ начальными скоростями равными нулю. Если на систему 
не дъйствовали До начала ея движен1я никаюмя внфшня силы, то 
случай (131) есть единственный, какой только можетъ существовать. 
Аъйствительно, величина () представляетъ наибольшую работу, кото- 
рую когда либо могутъ совершить взаимныя силы системы; а такъ 
какъ совершенная работа измфряется пр1обрЪтенною кинетическою 
энерг!ею, то система, имЪя въ началЪ кинетическую энергю нуль, 
не можеть пр1обрЪсть, подъ дЪйствемъ однЪхЪъ только взаимныхъ силъ, 
кинетическую энергию большую @. Во второмъ изъ случаевъ (130) 

То -- = т, 
гдЪ т, представляющее избытокъ энерги системы противъ @, есть 
величина существенно положительная, и должна представлять нЪкото- 
рую кинетическую энергию, ибо потенцтальной энерт1и у системы больше 
& быть не можетъ. Уравнен!е (129) въ этомъ случаЪ обращается въ 

Т-+-П== От, (132) 
которое показываетъ, что движенше совершается оть положеня 
(П,, №») такъ, какъ будто оно началось изъ размёщеня (В), съ 
первоначальнымъ запасомъ кинетической энергии т. Во время движе- 
ня 7 можетъ измфняться отъ т до 9, а П-оть О до нуля. Чтобы 
такое движен1е имЪло мфето, необходимо дфйств!е внЪъшнихъ силъ, или— 
непремфнно мгновенное, если движен!е, по закону (132), дЪйствительно 
началось съ (В), или— въ течени нЪкотораго промежутка времени, меж- 
ду положешями (Б)и (П.), если движене (132) началось изъ (П,). 
Работа упомянутыхъ силъ и обусловить приращен!е естественнаго 
запаса () энерги системы на величину т. Наконецъ въ третьемъ изъ 
случаевъ (130), когда 

№-+ Л) =® —9@, 
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ГДЪ 4 есть существенно положительная величина, ур. (129) обра- 


щается въ 
Т+П=О—а, | (133) 


которое показываетъ, что движен!е происходить такъ, какъ будто 
система вышла изъ положешя (9—9) съ нулевыми скоростями, 
при чемъ работа 0, совершенная взаимными силами отъ (В) до 
(0—4), не обратилась въ кинетическую энергию ея маесъ, а без- 
возвратно потерялась для системы. ВромЪ того, при движенш (133) 
для системы нфтъ возможности когда-либо, подъ дЪйствемъ только 
взаимныхъ силъ, прийти къ размфщеню (6), ибо тогда было-бы 
НП = ©, и ур. (133) обратилось-бы въ Г= — 0, что не имфетъ 
смысла, такъ какъ 7 веегда существенно положительно. Такой слу- 
чай можетъ быть, когда гдЪ-либо на пути системы, отъ (В) къ (Ш), 
КЪ ея точкамъ будутъ приложены внЪшн!я силы, работающия противъ 
взаимнымъ силъ системы. Тогда часть естественнаго запаса © энер- 
пи системы затратится на побфждеше внфшнихъ сопротивленй. Но 
очевидпо, что крайний предфлъ, къ которому стремится величина ра- 
боты внЪшнихъ сопротивлешй (силъ), выполнимой на счетъь могу- 
щества системы, есть (), ибо при @ =4 мы имЪемъ 


П+7=0, 


что не имфетъ емыела, ибо Ми Т существенно положительны. Слф- 
довательно, въ этомъ случаЪ, всегда Г=0Ои П= 0. т. е. система 
лишена движеня и энергии. 

—ж—- 

Разсмотрфнные выше случаи могуть быть наглядно пояснены 
прим$ромъ движеня простаго маятника. 

Представимь себф нЪкоторую мате- 
ртальную точку массы 2, соединенную не- 
сгибаемою и нерастяжимою нитью [съ не- 
подвижнымъ центромъ О (рис. 63). Въ ка- 
комъ-бы изъ возможныхъ положенй А, В, 
с, 4, е... вокругъ центра О мы ни пред- 
ставили себЪ точку 7%, къ ней будетъ всег- 
да приложена сила Р, одной и той же ве- 
личины и направлен1я. Въ данномъ слу- 
чаъ система состоитъ изъ точки № и другой нЪкоторой матерталь- 


Рие. 63. 
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ной точки, неподвижной и безконечно удаленной отъ О. Вел детве 
этого сила Ё, обусловливаемая этою второю матер1альною точкою, 
будетъ постоянна и сама себф параллельна. Размфщен!е системы м$- 
няется постольку, Поскольку измЪнитея положене точки т. Мо- 
гущество системы измЪрится работою силы Р на пути между поло- 
жен!ями Би А, и будетъ 


09=ЕР.АВ= Е. 4. (134) 


Положене Б будетъ соотвфтетвовать равновЪс1ю нашей движущейся 
точки, если она въ этомъ положени не обладаетъ никакою скорост!ю, 
ибо здЪеь сила Р направлена перпендикулярно къ возможнымъ для 
точки перемфщенямъ, которыя, въ случаЪ несгибаемоети нити (, мо- 
гуть происходить изъ Б только по кругу. Но движене отъ В’ ета- 
новится возможнымъ, если точка будетъ какъ угодно мало отклонена 
отъ положен!я Б, или если ей будетъь въ этомъ положени сообщена 
какая-либо какъ угодно малая первоначальная скорость; т. е. движене 
будетъ возможно, если первоначальныя величины П, или Т, 6бу- 
дутъ какъ угодно мало разниться отъ нуля, положимъ—на величину =. 
Въ такомъ случаЪ во все время движеня мы будемъ имфть: 


или, обозначая черезъ # выеоту точки, въ какой либо моментъ ея 
движен1я, надъ плоскостю НН, перпендикулярною къ Ё (т. е.— одну 
изъ величинъ /4С, АО...), мы будемъ очевидно имЪть: 


17.0? 


П=Р.й и та + Е.й = РЕ. 4-Е, (185) 


при чемъ количество энерг1и во время движен!я не равно строго 
Е.31, но на какъ угодно малую разницу больше этой величины. Сно- 
тря по направленю вышеупомянутой первоначальной скорости или 
первоначальнаго отклонения, точка м будеть двигаться отъ В по 
той или другой сторон круга Б, 4, с,е, при чемъ потенщальная 
энерг1я системы будетъ уменьшатьея, переходя въ кинетическую. 
Эта послфдняя достигнетъ своей наибольшей величины въ точкЪ А, 


770.2 

2 
вЪчетвуетъ равновЪе1ю точки 2%, будетъ ли нить { несгибаема или 
нЪтъ, лишь-бы она была нерастяжима. Но остаться въ этомъ поло- 


ГД А = 0 и слЪдовательно — 2.31. Положене А опять с00т- 
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жени точка не можетъ, обладая скоростшю $, слфдовательно дДви- 

жене будетъ продолжаться въ направленми скорости 9,, при. чемъ 

кинетическая энерг1я будетъ уменьшаться, переходя въ потенщ1аль- 

ную, и достигнетъь своей наименьшей величины въ В, г П= Е. 21 
77? 


и =. Если въ положеши Б точка т обладаетъь нЪкоторымъ 


конечнымъ запасомъ Т, кинетической энергии, то во все время дви- 
жен1я 


2 


-- +Ть=Е.-Т,, (136) 


и мы будемъ опять имфть непрерывное движен1е по кругу, при чемъ 
Т будетъ измфняться отъ 7, до Ё.21-- Тр, а П-отъ Е. до ну- 
ля, н обратно. Запасъ энерги системы будетъ больше ея могуще- 
ства, и часть этого запаса всегда останется въ видЪ кинетической 
энерги. Итакъ мы видимъ, что всякое, какъ угодно малое, изм%не- 
н1е энерми системы въ ея положении равновЪ я КБ’ обусловливаетъ 
нарушен!е этого равновфоя и вызываеть дальнЪйшее превращенше 
одного вида энергии въ другой, т. е. движене. Во все время посл$- 
дующаго движения, количество энерги можетъ быть больше или почти 
равно могуществу системы, но никакъ не меньше его. Положене Б 
называется, на основани вышесказанныхъ свойствъ, положешемъ не- 
устойчиваго равновЪстя. 


Если точка 7% находится гдЪ нибудь между положенями Би 4, 
то равновЪе1е невозможно, и она будетъ двигаться вообще въ сто- 
рону сообщенной скорости, или— въ сторону положительнаго дЪйетвия 
силы, если первоначальная скорость нуль. Пусть Й, будетъ высота 
первоначальнаго положен1я надъ плоскостю НН (при чемъ #,<3() 
и 9, —первоначальная скорость. Тогда во все время движения, 

пи:? 7? 


= 


— РА, , (1387) 


при чемъ очевидно можеть быть, \Что 


2 
7, 
5 


+ Е < Е.Л. (138) 


Движен!е начнется съ уменьшеня й, если ©, направлена въ сторону 
42 


положительнаго дъйств!я силы 2. Тогда кинетическая энергия —_ 


начнеть увеличиваться и при #=0, т. е. въ 4, достигнетъ 
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наибольшей величины, посл чего потенц!альная энергия начнетъ увели- 
чиваться, а кинетическая уменьшаться, и эта послЪфдняя достигнетъ, при 


т? 
й =й,, своей первоначальной величины 5. ‚ По другую сторону отъ 


А, на своемъ круговомъ пути. Отсюда движен!е будетъ продолжаться 
въ сторону имфющейся у точки скорости, т. е. въ сторону увели- 
чивающагося 4, до тЪхъ поръ, пока © не обратится въ нуль на та- 
кой высотЪ #., что 


т 


ЕЙ, = и У, (139) 
что всегда возможно, если правая часть (139) меньше могущества 
Е.2 или равна ему. Въ послднемъ случаф очевидно будетъ #. =21, 
и точка, придя въ ВБ и не обладая никакою секоростю, тамъ оста- 
новится. Если же #,<2[, то движен!е пойдетъ назадъ. и точка по 
другую сторону круга опять подыметея на высоту й,, ит. д.; но 
никогда уже не попадетъ въ положение В. 


Итакъ мы заключаемъ, что если точка начинаетъь свое движене 
изъ положеня Б, то естественный запаеъ энерги системы, т. е. 
ся могущество, является въ цълости, и во время движен!я превращается 
въ кинетическую энергию; если же движенше начинается отъ промежу- 
точныхъ положен! между Би 4, безъ первоначальной кинетической 
энергии, то часть естественнаго запаса энерги системы является уже 
израсходованной, и только ея остатокъ превращается затЪмъ въ кине- 
тическую энергю. Въ такомъ случаЪ мы должны или считать поло- 
жен!е ВБ, какъ недостижимое для системы, и мфрить могущество си- 
стемы не работою между Би 4, а работою между крайнимъ дости- 
жимымъ положенемъ, напр. с или 4. и 4: или мы должны себЪ 
представить, что система дЪйствительно вышла изъ ВБ, но на пути 
до положеня /, на нее дЪйствовали внЪшнйя силы, которыя урав- 
новфшивали силу Ё, вплоть до положеня 1,. Въ такомъ случа% пер- 
воначальная, какъ угодно малая, скорость не могла увеличиваться 
отъ Б до №5; а работа силы Е на упомянутомъ пути была равна и 
противоположна работф внфшнихъ силъ. Но эта работа, равнёя оче- 
видно Р(21 —Л,), и предетавляетъ невозвратимую убыль могущества 
системы, о которой было сказано выше. СлЪдовательно мы можемъ 
сказать, что при упомянутыхъ условяхъ часть энергии системы 
утрачена безвозвратно на побъжден1е сопротивленя внфшнихЪ силъ. 


| 
р 
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бели движене начинается отъ А, то 

70? то? 
и чмъ меньше %,, твмъ на меньшую высоту поднимется точка надъ 
плоскостю НН, возвращаясь затфмъ опять черезъ положен1е _А на 
другую сторону круга, до той же высоты. Въ положене же Б она 
попадетъ только когда 


т ты 
5 = 2.3. 


Итакъ, всякая сообщенная скорость приводить точку изъ Б въ 4, 
и только опредфаенная скорость приводитъ ее изъ 4 въ Б. Други 
ми словами, если точка вышла изъ ВБ, то возвратиться туда она 
можетъ только черезъ „4; выйдя же изъ 4, она можетъ въ это по- 
ложен!е возвратиться, не попадая въ ВБ. Положеше 4 называется 
положенемъ устойчиваго равновЪеия. 


$ 36, Устойчивость и неустойчивость равнов5ся взаимныхъ 
СИЛЪ. 


Общее услов!е равновЪоя силъ, приложенныхъ къ точкамъ дан- 
ной системы, состоитъ, какъ было объяснено въ & 25, въ томъ, 
чтобы работа упомянутыхъ сила была меньше или равна нулю при 
всЪхъ возможныхъ безконечно малыхъ перемфщешяхъ системы изъ 
ея положеня равновЪея. Еелн силы, услове равновЪе1я для кото- 
рыхъ разыскивается, суть взаимныя, то работа этихъ силъ при вся- 
комъ измфнен!и состоян1я системы можетъ быть выражена съ помо- 
шию соотвфтетвующаго измнен1я потенцальной энергии 0. ДЪйстви- 
тельно, если П представляетъь величину потенцальной энерг!и въ 
началЪ какого нибудь перемфщеня системы, а П’— ея величину въ 
концЪ перемфщеня, то разность П — П' выразитъ очевидно работу, 
произведенную взаимными силами системы во время упомянутаго пе- 
ремфщеня. Но съ другой стороны разность Ш— П есть ничто иное, 
какъ приращен1е потенщальной энерги на разсматриваемомъ пути. 
СлЪдовательно работа взаимныхъ силъ, между двумя положенями то- 
чекъ системы, изм5ряетея отрицательнымъ приращенемъ потенщаль- 
ной энерми (т. е.—(П'— П)) между этими положенями. Предета- 
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вляя 6©ебЪ два совершенно произвольныя дезконечно близмя пругъ 
къ другу размфщен!я точекъ системы, и обозначая черезъ ОП соот- 
вътетвующее безконечно малое приращеше потенщальной энерги 
втораго положен1я передъ первымъ, мы заключаемъ, что для равно- 
вЪе1я взаимныхъ силъ въ первомъ изъ упомянутыхъ положений 
должно быть 

—°1=0, т. е. °П=0, (141) 


при всякихъ возможныхъ перемфщеняхъ точекъ системы изъ разема- 
триваемаго положеня. Итакъ, если мы будемъ перемфщать точки си- 
стемы изъ ихъ положеня равновЪея въ друпя возможныя положе- 
жен!я, безконечно мало разнящтяся отъ перваго, то при веЪхъ та- 
кихъ перемфщеняхъ потенщальная энергя системы или не должна 
измфняться (когда 6П = 0), или должна увеличиваться (когда 6П > 0). 
Если потенцальная энерг!я, при переходЪ системы изъ положен!я 
равновЪе1я во всевозможныя сосЪдюя положен1я, увеличивается, то 
очевидно вЪ самомъ положении равновЪе1я величина П есть наимень- 
шая въ сравненш со смежными положешями. Раземотримъ значене 
того случая, когда 9П = 0. 

Предположимъ, что величина потенщальной энерми П, изм$- 
няясь въ зависимости отъ разетояй 7, 7,...7, между точками си- 
стемы, переходитъ послфдовательно черезъ рядъ значен1й отъ вели- 
чины П, къ величинЪ П,: пусть аП, а,П,а,П... ит. д. будутъ 
послЪдовательныя безконечно малыя положительныя или отрицатель- 
ныя приращеня, которыя, будучи одно за другимъ приложены къ 
величинЪ П,, превращаютъ ее въ П.; т. е. пусть 


ап -ап-...=0,, 


при чемъ упомянутыя приращеня имфютъ мЪето велфдетв1е того, 
что величины 7,, Г....7”,, отъ которыхъ зависить Пи съ изм$не- 
немъ которыхъ оно м$няется, тоже послЪфдовательно возрастаютъ 
на положительныя или отрицательныя безконечно малыя величины 
Чт, Чг....@». Если П, въ промежуткЪ между своими значенями 
П, и Ц,, принимаетъ наибольшую (тах:шиш) или наименьшую 
(п101т ат) величину, то послЪдовательныя значен!я П: 


п, п+файп, п+ап-+ай,...птап-+чай-чап+... 


3 


не могутъ очевидно быть каждое больше предыдущаго или каждое 
меньше предыдущаго. ДЪйствительно, П переходя черезъ свое наи- 
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большее или наименьшее значене, не можетъ постоянно увеличивать- 
ся или постоянно уменьшаться: но должно или сначала увеличиваться, 
а затЪмъ уменьшаться. или наоборотъ. СлЪдовательно, въ ланному, 
случа одни изъ приращенй @.П, а.П... должны быть положитель- 
ными, а другя— отрицательными, какъ-бы мы ни изм няли величины 
т, Г....Г,, ЛиШЬ-бы существовало услов1е, что зависящая отъ 
этихъ послЬднихъ величина П въ упомянутомъ промежуткЪ полу- 
чаетъ наибольшее или наименьшее значене. Такая перемфна знака 
У приращен1й величины П должна совершаться именно какъ разъ 
при ея переходЪ черезъ свое наибольшее или наименьшее значене. 
Наоборотъ, если приращеня величины П, при данныхъ безконечно 
малыхъ измфнешяхъ положеншй точекъ системы (т. е. изъ взаим- 
ныхъ разетоянй), мЬняютъ свой знакъ съ положительнаго на отри- 
цательный, то величина П переходить черезъ тахипитш; въ против- 
номъ случаЪ, т. е. при перем$нЪ отрицательнаго знака приращенй 
на положительный, она переходитъ черезь шшипаю. 

Если какая нибудь величина, измфняясь непрерывно, т. е. скач- 
ками, которые могутъ быть сдЪланы меньше всякой данной величи- 
ны, переходитъ отъ своихъ отрицательныхъ значенй къ положитель- 
нымъ, или наоборотъ, то при этомъ одно изъ ея промежуточныхъ 
значенй должно быть очевидно нулемъ; хотя наоборотъ-— равенство 
нулю еще не обусловливаетъ необходимо перемфну знака, ибо, на- 
прим ръ, величина, будучи положительна, можетъ уменьшиться до 
нуля, а затЪмъ опять возрастать отъ нуля, оставаясь положитель- 
ною. СлЪдовательно, если величина П переходить черезъ шахиийт 
или пититит, то ея приращене @П, м$няя при этомъ свой знакъ, 
въ Н®которыхъ случаяхъ можеть переходить черезъ нуль; именно, 
когда это ЯП вблизи отъ упомянутаго шахитат’а или пшопат а 
измфняется непрерывно, т. е. такими скачками, которые въ сравне- 
ви съ @П могутъ быть приняты безконечно малыми. Если это по- 
слфднее услов1е непрерывности при приближен!и къ тах. или шипит. 
не удовлетворено, то ЯП можетъ при этомъ и не обращаться въ 
нуль. ДЪйствительно, вообще говоря, можетъ случиться, что, при- 
ближаясь къ шах. или пимпи. величины П, съ помошю послфдова- 
тельныхъ безконечно малыхъ измфненй взаимныхъ положенй то- 
чекъ, мы будемъ и величину П измЪфнять безконечно малыми скач- 
ками на ЯП, но такимъ образомъ, что каждыя посльдующя ЯП не 
будуть постепенно уменьшаться до нуля; въ такомъ елучаЪ, при пе- 
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реходЪ черезъ шах. или тшпи., @П только перемфнитъ свой знакъ, 
но не перейдетъ черезъ нуль; т. е. мы не будемъ въ состоян1и подъ- 
искать на данномъ пути такихъ измфненй положен1й точекъ си- 
стемы, при которыхъ соотвЪтетвенное измфнене величины П было 
бы равно нулю. Такимъ образомъ, перемфна знака приращен1я дан- 
ной величины есть необходимое услов!е ея перехода черезъ свое 
наибольшее или наименьшее значен!е; обращен1е же этого прираще- 
н1я въ нуль есть только возможное услов!е упомянутаго перехода. 
Если слЪдовательно мы вообразимъ 66ебЪ нашу систему въ такомъ 
размфщен1и, которое соотвЪфтетвуетъ шахии. или шшип. ея потен- 
ц1альной энергии, и будемъ затЪмъ безконечно мало измфнять это 
размфщен!е, то въ случа шахпп. необходимо будемъ имЪть 
отрицательныя приращеня величины Ц, въ случа шипит. наоборотъ 
всЪ возможные ©П вообще будуть необходимо положительны: но 
въ томъ и другомъ случаф также возмож но, что всЪ или нЪкото- 
рыя изъ 6П обратятся въ нули. 

Для поясненя предыдущаго обратимея къ случаю маятника, 
разобраннаго въ послфднемъь параграфЪ. Если нить маятника не 
только нерастяжима, но и несгибаема, то масса т можетъ прибли- 
жаться къ положешямъ шахит. и шипа. потенщальной энергии, 
т. е. къ точкамъ Би 4, или отъ нихъ удаляться, только по кру- 
гамъ рад1уса [, которые будутъ‘ лежать очевидно на сферЪь того же 
рад1уса, касательной въ точкахъ Ви А къ плоскостямь Ни 
НН. СаЪдовательно, если при этихъ условяхъ мы будемъ выводить 
систему безконечно мало изъ положення тах. или пи., то точка т 
будетъ перемфщаться по элементамъ плоскостей ЫН' или НН, ко- 
торые эти плоскости имфютъ общими со сферами возможныхъ пере- 
мфщен!; но такъ какъ при этомъ разстояне точки 20 отъ плоско- 
сти не будетъ м$няться, то ея потенщальная энергя при подоб- 
ныхъ безконечно малыхъ перемфщевняхъ не измфнитея, и прираще- 
ня СП этой посаЪдней слфдовательно будутъ равны нулю. Но есди 
нить, будучи нерастяжимою, можетъ сгибаться, то точка 2 можетъ 
уйти изъ положенй 4 или Б вдоль по лини АБ. Въ такомъ сау- 
чаЪ, какъ-бы ни было мало измЪнен1е положен1я точки вдоль по 
упомянутой лини, оно будетъ сопровождаться соотв тетвеннымъ из- 
мфненпемъ ея разстоян1я отъ плоскости НН, а слЪдовательно и от- 
рицательнымъ или положительнымъ безконечно малымъ приращен!емъ 
соовЪтетвенной величины П, отличнымъ отъ нуля. но знакъ этого 
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приращен1я всегда будеть отрицательный, если точка выйдетъ изъ 
В. и положительный, если она выйдетъ изъ Д. 

Итакъ, обозначая черезь СП безкон. малое приращене величи- 
ны П, при безконечно маломъ перемфщени системы изъ даннаго по- 
ложен!я по любому изъ возможныхъ для ея точекъ путей, мы за- 
ключаемъ, что въ случаф, П тах., упомянутое ©П должно быть или 
отрицательное, или нуль, Т. е. 


6П=0, 142 
=’. (112) 


а въ случаЪ, П пишцю.: 


© 


ПП =0. 148 
= (143) 


Сравнивая вышеприведенныя условйя тшахпочт’а и шшитпаш”а съ 
условемъ равновЪеля, 
10, 

мы находимъ, что система, съ наименьшею потенщальною энерг1ею, 
всегда удовлетворяетъ уелов!ю равновЪе1я, а система, съ наиболь- 
шею потенщальною энертею— только тогда, когда, при вефхъ воз- 
можныхъ для нея изъ упомянутаго тахпилт а перем щеняхъ, $П=0. 
СлЪдовательно, точки системы никогда не могутъ начать движен1я 
изъ положен1я наименьшаго П безъ дЪйств1я внфшнихъ силъ или 
безъ заранЪе сообщенныхъ скоростей; т. е. если кинетическая энер- 
я системы въ положеши, П шшиа., есть нуль, то движене всег- 
да невозможно. Если система находится въ размфщени, П тшахия., 
и ея кинетическая энергля при этомъ равна нулю, то иногда дви- 
жен!е системы невозможно. Такъ, въ нашемъ примЪрЪ, маятникъ не 
выйдетъ непосредственно изъ положеня Б, только если нить несги- 
баема. велЬдств!е чего движен1е должно происходить по кругу. Въ 
противномъ случаЪ положенше Б не будетъ положешемъ равновЪая. 
Вышеизложенныя заключен!я, вытекая непосредственно изъ условй 
равновЪс1я, могуть быть также выведены изъ уравнения сохранен!я 
энергии, 


Т-П=Т-+И, пра Т=о0. (144) 
Такъ какъ въ положешяхъ, безконечно близкихъ къ шшии., будетъ 
—П=0, то Т=0, (145) 


что указываеть на отсутетве и невозможность движен!я, ибо Г, бу- 


ое 
инь 
ую) 
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дучи всегда существенно положительной величиною, не можеть сдф- 
латься меньше нуля, и обращается въ нуль, когда всЪ члены суммы 
Г, т. е. веЪ скорости, суть нули. Точно также въ случаЪ тахпи. 
будемъ имЪть 


1 —И = 0, и соотвЪтетвенно: Х=0. ТО, (146) 


т. е. движеня не будетъ только въ елучаЪ, когда П, — П = 0. 

Разсмотримъ теперь, каково будетъ движен!е системы, выведен- 
ной изъ ея положен!я равновЪ ся, соотвЪтетвующаго тах. или пиш. по- 
тенцальной энерги. Выведена изъ положення равновЪфея система мо- 
жетъ быть двоякимъ 610с0бомъ: или ея точкамъ будутъ сообщены 
(конечно внфшними силами} нЪкоторыя скорости, т. е. нЪкоторое 
приращен1е кинетической энерги, или точки системы будутъ пере- 
двинуТты въ какое либо сосЪднее разуЪщен1е безъ сообщеня имъ ско- 
ростей, т. е. будетъ измЪфнена потенцальная энерг!я системы. Обра- 
тимся сперва къ положению равновфся, соотвЪфтетвующему наиболь- 
шей потенщальной энерми, т. е. П, = 0. Если точкамъ сиетемы со- 
общено нЪкоторое количество кинетической энергии т, то во все вре- 
мя движен1я должно быть 


Т-П=О- +. (147) 


Такъ какъ на первыхъ элементахъ движения, по условшю (145), 
Я — П=0, то ТГ=т. но затфмъ П должно уменьшаться и слЪдо- 
вательно 7 — увеличиваться. Такимъ образомъ для системы будетъ 
возможно, подъ вмяюшемъ первоначальнаго толчка, вее большее и 
большее отступлене отъ положен1я равновЪея, какъ бы ни быль 
мать этотъ толчекъ, т. е. какъ бы ни была мала величина т. По- 
этому соотвфтетвующее положен!е равновЪсля называется неустой- 
чивымъ. Упомянутое выше увеличен!е величины ТГ будетъ продол- 
жаться до тЪхъ поръ, пока уменьшающаяея величина П не переста- 
нетъ получать отрицательныхъ приращенй, и не начнетъ снова уве- 
личиваться, получая уже положительныя приращения, т. е. пока П 
не достигнётъ своей наименьшей величины, при чемъ система прой- 
детъ черезъ новое положен!е равновЪе1я. Но въ этомъ новомъ по- 
ложени равновЪзе1я система не остановится, ибо ея кинетическая 
энергия тутъ очевидно не будетъ равна нулю; слЪфдовательно, движе- 
не будетъ продолжаться съ увеличивающейся потенщальною энер- 


ею и уменьшающеюся кинетическою до новой перемфны знака у 
14 
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ЧП. когда П достигаеть наибольшей величины, а Г — наименьшей. 
Но такъ какъ наименьшая величина 7’не можеть быть меньше ^, и 7 не 
обратится въ нуль, то движение будетъ продолжаться изъ вновь до- 
стигнутаго положеня равновЪия, и т. д. При этомъ нужно зам$- 
тить, что при описанномъ движени системы между абсолютными 
тах. и шшии., соотвЪтетвующими равенстваяъ П = Фи П=0, 
величина потенщальной энерги можетъ принимать рядъ относитель- 
ныхъ тах. и шш., соотвфтетвующихъ тоже положенямъ равновЪ- 
я: но такъ какъ ни въ одномъ изъ этихь положенй величина Г 
не можетъ обратиться въ нуль, то система въ нихъ останавливаться 
не будетъ. ПримЪръ такого рода относительныхъ тахий. и шшию. 
можемъ видЪть при движении точки, подъ дЪйств!емъ постоянной си- 
лы, между двумя перпендикулярными къ направленю силы плоско- 


БтМАМпБ, на которой положення Би 
А будутъ соотвътетвовать абсеолютнымъ 
тах. п шшиа.. положення М— относи- 
тельнымъ шахитй.. а положеня 17— отно- 
сительнымъ шим. 

Положимъ теперь, что точки системы выведены, безъ сообщения 
имъ скоростей, изъ положеня равновфея, и притомъ—какъ угодно 
уало: т. е. пусть П, уменьшител на какъ угодно малую, но отлич- 
ную отъь нуля величину 4; тогда очевидно, система прайдеть въ дви- 
жене, ибо услов1я равновЪеля уже не будуть выполняться, и во вре- 
мя движен1я будетъ 


Рие. 64. 


Тт+П=9—9, (118) 


откуда видимъ, что Т будетъ увеличиваться до тЪхъ поръ, пока П 
не достигнетъ наименьшей величины. ЗатЪфмъ 7 будетъ уменьшаться 
и обратится въ нуль, при П = © — 0. ДальнЪйшее увеличене П не 
будетъ возможно, такъ какъ тогда Г должно бы было сдфлаться от- 
рицательнымъ. Но такъ какъ положене П = @ —9 не удовлетво- 
ряетъ условю равновЪеля, то движеше будетъ продолжаться, и опять 
повторится уменьшене П и увеличене Г. Такимъ образомъ, система, 
разъ выйдя въ данномъ случаЪ изъ положеня неустойчиваго равно- 
вЪая, уже въ него не возвратится. 

Предположимъ теперь, что система начинаетъ свое движен!е 
изъ положен!я устойчиваго равновЪсля, съ первоначальною кинети- 
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ческою энертею т, которая можетъ быть предположена какъ угодно 


малою. Тогда П. =0, Т, = т, и уравнен!е сохраненя энерги при- 
нимаетъ видъ 


ТИ =х, (149) 
откуда видимъ, что П можетъ увеличиваться только до величины т, 
когда Г обращается въ нуль, ибо, при Пт, Т должно бы было сдЪ- 
латься отрицательнымъ, что невозможно. Достигнувъ положення (П = т), 
система въ немь не останется, ибо- услов1я равновЪе1я не будутъ 
удовлетворены, такъ какъ для системы въ этомъ ея положенш бу- 
дутъ возможны такя перемфщевня, при которыхъ П будетъ умень- 
шаться. Итакъ, наступить движен!е системы, при которомъ П будетъ 
уменьшаться, а Т увеличиваться до П=О и’ Т=т, т.е. До в03- 
врата въ положен!е равновфеля, изъ котораго система опять вый- 
детъ, чтобы снова возвратиться, и т. д. Такое положене равновЪетя, 
въ которое система снова возращаетея, будучи изъ него выведена, 
называется устойчивымъ. 

Если система будетъ выведена изъ положеня устойчиваго рав- 
новЪе1я безъ сообщеня ея точкамъ скоростей, и доведена до поло- 
женя, съ потенщальною энерг!ею 49, а затЪмъ будетъ предоставлена 
самой себЪ, то во все время движеня будетъ 


Т- И = д, (150) 


откуда видимъ, что система опять возвратится въ положенше П=0, 
чтобы снова выйти изъ него и дойти до Г=Ои П= (д, ит. д. 


$ $37. Превращене. передача и трата энерги. 


Всякое движен!е консервативной системы, подъ дЪйств1емъ ея 
взаимныхъ силъ, мы можемъ разсматривать, какъ послЪдовательное 
увеличене количества энергии одного вида на счетъ уменьшения энер- 
ги другаго вида, т. е. какъ процессъ превращеня или потенщаль- 
ной энергии въ кинетическую, или наоборотъ. Превращене потен- 
цальной энергии въ кинетическую имЪетъ очевидно мЪето, когда си- 
лы системы въ общей сложности выполняютъ положительную работу, 
которая въ этомъ случаЪ тратится на увеличене кинетической энер- 
ги, уменьшая запасъ работы, подлежащей выполнению, т. е. потен- 
цальную энергию. Такого рода превращене будетъ продолжаться до 
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тЬхъ поръ, пока потенщ{альная энерг!л не уменьшитея до озиилат”а, 
какъ это было объяснено въ предыдущемъ параграфь. Упомянутый 
шшипи не есть необходимо абсолютный, т. е. не соотвЪтетвуетъ 
самой наименьшей величинЪ потенщальной энергии! системы, какую 
мы можемъ только свбЪ представить: но представаяетъ такую вели- 
чину потенцальной энергш, которая менЪе, чфмъ веЪ соотвЪтетвую- 
щя сосфднимъ (съ разсматриваемымъ) положенямъ системы. Другими 
‘ловами, приращен1я потенц!альной или кинетической энерги могутъ 
перемфнять свой знакъ не только при абсолютно наибольшихъ или 
наименьшихъ значеняхъ соотвфтетвующихъ измфняющихся величинъ, 
но и вообще при всякихъ значеняхъ, лежащихъ между упомянутыми 
абсолютными тах. и шш.. такого рода перемфны знака будуть 
обусловливать второстепенныя шахип. и шшит. Такимъ образомъ, 
превращен1е одного вида энерги въ другой не должно, вообще го- 
воря, продолжаться необходимо до тьхъ поръ, пока одинъ изъ ви- 
довъ энерги будетъ вполнЪ исчерпанъ; но при веакомъ движени м0- 
гутъ быть налице нЪкоторыя количества того пали другаго вида 
энергии, которыя, по условямъ движешя, никогда не превратятся 
другъ въ друга. 

Такъ, въ пояенительномь прим5рь \ 35 мы видфаи, что, при 
движен!и матеральной точки, подъ дЪйствтемъ неизмьнной силы, по 
кругу, энергя системы можетъ быть больше могущества системы, 
при чемь часть энергии всегда остается въ видЪ кинетической (см. 
ур. (136)). Другой примБръ неполнаго превращеня одного вида энер - 
ги въ другой мы можемь видЪть въ движении тфаа около притяги- 
вающаго центра, при чемъ движущееся тЪло то приближается къ 
центру, то отъ него удаляется, какъ при обращеши земай по эллип- 
ву, въ фокусь котораго находится притягивающее солнце. Система, 
состоящая изъ неподвижнаго центра © (рис. 65) 
и притягиваемаго имъ тЪла, можетъ очевидно обла- 
дать могуществомъ, предетавляемымъ работою, ко- 
торую выполнила-бы сила притяжен1я, при дви- 
жеши тфза Ё изъ безконечнаго разстоямя отъ & 
до соприкосновеня 2 съ ©. Но, при данномъ движеши, наличный 
запаеъ энерги системы можеть быть вообще меньше возможнаго мо- 
гущества системы, которому онъ равнялея-бы. если-бы движене на- 
чалось безъ начальной скорости изъ безконечности. Въ данномъ слу- 
ча наибольший запаеъ потенщальной энерг!и будетъ воотвтетво- 


Ргс. 65. 
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вать положеню РБ, пи этоть запаеъ весь превратилея-бы въ кине- 
тическую энергию, еелибъ движене происходило по лиши В9. При 
движении же вращательномъ только часть этого запаса превращается 
въ кинетическую энергю на пути между Би 4; въ этомъ ноелЪъд- 
немъ положении кинет. энергия достигаетъь сравнительно наибольшей 
величины, а потенц. энергя— наименьшей; затфмъ, на пути отъ 4 до 
Б происходить обратное превращен кинетической энерги въ по- 
тенщальную, и т. д., безъ полнаго превращения одного вида энерги 
въ другой. Если тЪло № движетея около © по кругу, то превраще- 
н1е энерги вовсе не имфетъ мЪета, и количество кинетической энер- 
ги системы во все время движен1я остается постояннымъ. 

Законъ сохранен1я энерги, утверждая, что уменьшене количе- 
ства одного вида энерги соотвфтетвуетъ всегда точно такому же 
приращен!ю другаго вида, устанавливаетъ количественную эквива- 
лентность обоихъ видовъ энерг!и при ихъ превращен!яхъ, 
не опредфляя однако, какое количество изъ наличнаго запаса веей 
энергии системы подлежитъ превращеню, т. е. какое количество 
энерги можеть въ различные моменты движен!я являться въ томъ 
или другомъ изъ 0обоихъ видовъ, ибо. какъ мы видЪли изъ предыду- 
щихъ примфровъ, при одномъ и томъ же количествЪ всей энерг!и 
системы, но при различныхъ родахъ ея движеня, различныя чаети 
одного вида энерги подлежать превращению въ другой, и обратно. 
Вышеприведенное заключене послужить намъ впослЪдетви къ уясне- 
ню значенмя обоихъ основныхъ законовъ механической теор1и тепла. 


Еж 


ВыдЪлимъ мысленно какую нибудь часть изъ консервативной систе- 
мы и разсмотримь энергию этой части, т. е. сумму П-- Т. Такъ 
какъ матерлальныя точки, составляющЕя выдЪленную часть, подлежатъ 
дЪйствю не только взаимныхъ силъ между ними, но и силъ, обусло- 
вленныхъ остальными точками системы, которыя должны быть раз- 
сматриваемы, какъ внЪшн!я, по отношеню къ выдфленной части, то 
количество энерги этой части не будетъ оставатьея постояннымъ. 
ДЪйствительно, приращене кинетической энерги разсматриваемой 
части системы будетъ происходить насчеть работы не только ея 
взаимныхъ силъ, но и силъ внЪшнихъ, зависящихъ отъ остальныхъ 
точекъ системы, первая работа будетъ обусловлена только взаим- 
нымъ расположешемъ точекъ выдфленной части; но вторая работа 
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кромЪ того еще будетъ завиефть отъ распредЪлен1я точекъ осталь- 
30й части. СлЪфдовательно, при движени точекъ выдфленной части 
отъ одного ихъ взаимнаго распредзлен1я къ другому, не будетъ всег- 
да одно и тоже приращен1е кинетической энерми этой части, ибо 
при этомъ распредълене разсматриваемыхъ точекъ, по отношен!ю къ 
остальнымъ частямъ системы, можетъ быть различно. Итакъ, энерг!я 
каждой отдЪльно взятой части консервативной системы можетъ, во 
время движен!я этой послЪдней, увеличиваться или уменьшаться. Но 
такъ какъ при этомъ количество энерги всей системы должно оста- 
ваться неизмъннымъ, то очевидно, увеличен1е энерги одной части си- 
стемы должно происходить на счеть ея уменьшеня въ другихъ Ча- 
стяхъ системы. Такимъ образомъ мы приходимъ къ представлен1ю о 
передач, распростанен1и, или переход энергии изъ од- 
ной части системы въ другую, или вообще-—изъ одной части про- 
странства въ другую, т. е.— къ представленю о движен!и 
энерг!и. Если наоборотъ въ какой нибудь части разсематриваемой 
системы количество энергии остается неизмзннымъ во все время дви- 
женя, то мы должны заключить, что въ этой части системы суще- 
отвуютъ только взаимныя силы между составляющими ее матерлаль- 
ными точками, и что остальныя части системы не оказываютъ вл1я- 
нНя на разсматриваемыя точки, т. е. какъ-бы для нихъ не суще- 
ствуютъ. Вообще мы только тогда будемъ имЪть систему матераль- 
ныхъ точекъ съ постояннымъ количествомъ энергш, когда примемъ 
въ расчетъ ве части наблюдаемой нами матери, могушя какимъ 
либо образомъ дЪйствовать другъ на друга, т. е. когда мы включимъ 
въ нашу систему весь познаваемый нами матеральный мръ. Для 
отдЪльныхъь частей опредЪленнаго такимъ образомъ мра сохранене 
энергли не можетъ имЪфть мЪета, ибо въ такомъ случаЪ часть, съ 
неизмннымъ количествомъ энерги, не претери$вая никакого ДЪИ- 
стыя отъ оестальныхъ частей и сама на нихъ не воздфйствуя, не 
существовала бы физически для наблюдателя внЪ ея, и предотавляла 
бы 60б0ю весь м!ръ для наблюдателя внутри ея, при чемъ конечно 
наблюдатель разематривается, какъ часть системы, подверженная 
тъмъ или другимъ дЪйств1ямъ остальныхъ частей. 

Важдое изъ нашихъ отдфльныхъ непосредетвенныхъ наблюденй 
можеть относиться къ явлешямъ, обнимающимъ только ту или дру- 
гую малую часть всего ма. Поэтому мы не можемъ ни наблюдать, 
ни представлять себЪ никакого процесса природы, происходящаго въ 


$ 37. Глава П. Принципы ДИНАМИКИ. 215 


ограниченномъ пространств такъ, чтобы количество проявляющейся 
при этомъ процессЪ энерми оставалось-бы всегда одно и тоже. То 
что мы въ дфйствительности наблюдаемъ— есть тотъ или другой мо- 
ментъ взаимнаго превращен1я разныхъ видовъ энерг!и другъ въ друга, 
при чемъ количества энерги того и другаго вида должны быть эква- 
валентны между собою. Такимъ образомъ, всякое движен!е, наблю- 
даемое или представляемое нами въ какой либо систем матерлаль- 
ныхъ точекъ, не обнимающей собою всего ма, должно быть связа- 
но съ уменьшенемъ или увеличенемъ энерги упомянутой системы. 
Это измнен1е энерги наблюдаемой системы можетъ происходить или 
непрерывно, или скачками, можетъ состоять въ измфнени одной 
только потенщальной энерги, или одной кинетической. или обЪихъ 
заразъ. Другими словами, если мы обозначимъ черезъ Е и Ё" кози- 
чества энергии системы соотвЪфтетвенно для двухъ дезконечно близ- 
кихъ моментовъ времени, то разность А’ — Ё можеть быть тоже 
безконечно мала, какъ въ случаЪф непрерывнаго измфненя энергии, 
пли Ё'— Е можетъ быть конечною величиною, если энергя изм$- 
няетъ свою величину скачками. ВромЪ того, обозначая черезъ Ги 
П и черезъ 7'и П'’ количества кинетической и потенщальной энер- 
ги системы для перваго и втораго изъ двухъ вышеупомянутыхъ м0- 
ментовъ времени, мы имЪемъ очевидно: 


Т-И=Е и Г+П-=Е, (151) 


велЪдетв1е чего приращене энерги системы опредфлится слЪдую- 
щимъ образомъ: 


Е— Е =Т!— Т-- П'—П, (152) 


при чемъ являетея очевиднымъ значен1е частныхъ случаевъ, когда 
происходитъ изм$нен!е или одной потенщальной энерги, или одной ки- 
нетической, т. е. когда 7! = Г или ПП! =1П. 


ИзмЪнен!е одной только потенщальной энерги можеть быть 
произведено, когда къ точкамъ системы будутъ приложены внЪфшния 
силы, уравновЪшивающия внутренн1я взаимныя силы системы во вся- 
ЕЙ моментъ движеня этой послВдней. Въ самомъ ДЪлЪ, обозначая 
черезъ СГ, работу упомянутыхъ внЪфшнихъ силъ, при какомъ-либо 
возможномъ безконечно маломъ измЪфнен!и распредълен1я точекъ си- 
стемы изъ ихъ размфщевшй въ какой-либо моментъ времени, и помня, 
что отрицательное приращене —6П потенщальной энергии системы, 
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при тЪхъ-же перемфщеняхъ, представить соотвЪзтетвующую рабодту 
внутреннихъ силъ, мы будемъ имЪфть, на основани \ 28, (16), слЪ- 
дующее услов1е равновфая внфшнихъ и внутреннихъ силъ для каж- 
даго момента времени: 


СТ, — 6П =0. (153) 


Обозначимъ черезь (№ и АП работу внЪъшнихъ и внутреннихъ силъ 
для дЪйствительныхьъ безконечно малыхъ перемфщен1я то- 
чекъ системы. ели эти перемфщеня обращаемы, т. е. если ря- 
домъ съ ними возможны также другя перемфщеня, имъ прямо про- 
тивоположныя, то услове (153) для такихь перемфщенй обра- 
щаетея въ 


ЯГ, — аП = 0. (154) 


Но при движенши системы должно выполняться уелов!е (120), кото- 
рое представитея въ вилдЪъ: 


АГ — а! — ат =0, (155) 


гдЪ АТ представляетъь приращене кинетической энергии системы. На 
основании (155) и (154) имемъ, что 


АТ —= 0. 


т. е. что кинетическая энерг!я, не получая приращеня, остается не- 
измфнною во вее время движен!я. ВромЪ того изъ условия 


видно. что, если движен1е системы происходить въ сторону внЪш- 
нихъ силъ, т. е. если работа этихъ послфднихъ, (С, на каждомъ 
элементЪ перемфщеня опредфляется положительною, то приращене ФП 
потенщальной энерги системы будетъ тоже положительно, т. е. эта 
энерг!я будетъ увеличиваться на счетъ работы внЪш- 
нихъ силъ; въ обратномъ случаЪ, когда движен1е таково, что ра- 
бота АГ, отрицательна, потенщальная энергя системы будетъ умень- 
шаться, затрачиваясь на работу противъ внЪШшнихъ 
силъ. Въ первомъ случаЪ внЪшняя работа тратится на увеличе- 
не энерми системы; во второмъ случа выигрывается внёшняя 
работа насчеть затраченной энерги. Если внфшшя силы, по 
выполнении ими н%которой положительной или отрицательной работы, 
перестаютъ дфйствовать на точки системы, то движен!1е этой послъд- 
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ней продолжается съ постоянною энергею. но измфненною противъ 
той, которая имБла мЪето до начала дЪйств!я внЪшнихЪ силъ. 

Если внЪшн!я силы приложены описаннымь способомъ къ точ- 
камъ системы въ тотъ моментъ ихъ движен1я, когда винетическая 
энерг!я равна нулю, то эта послфдняя очевидно останется равною 
нулю во все время, пока дЪйствуютъ внфшн!я силы; т. е. система 
будетъ въ покоЪ. Но въ такомъ случаъ, при неизмЪнномъ распре- 
дЪлени точекъ системы, ея потенщальная энерг!я останется неиз- 
мЪнною. Однако при этомъ достаточно сообщить систем какъ угод- 
но малый запасъ кинетической энергши, чтобы тъмъ вызвать непре- 
рывное превращене внфшней работы въ потенщальную энергию, или 
наоборотъ. Увеличене потенщальной энерги произойдетъ, когда со- 
общенныя скорости будутъ направлены въ сторону дЪйстыя внъш- 
нихъ силь, уменьшен!е— когда упомянутыя скорости обуеловятъ дви- 
жен!е противъ дЪйствя внЪшнихъЪ силъ. 

СлЪдующе простые примфры могутъ пояснить намъ разъяснен- 
ный выше с1060бъ измфнен!я потенщальной энерг!и системы вн\Ъш- 
ними силами. 1) Вамень подымаетея равномЪрно рукою надъ по- 
верхност!ю земли, при чемъ, во все время движен!я камня вверхъ 
рука уравновъшиваетъ силу тяжести, работа-же руки увеличиваеть 
потенщальную энергию системы изъ земли и камня; скорость с005- 
щается камню рукою при началЪ движеня, и во все время поднятия. 
остается неизмфнною. 2) Точно также, работа руки увеличиваетъ по- 
тенщальную энергию системы, когда рука отклоняетъ маятникъ изъ 
положения устойчиваго равновЪе]я, не сообщая ему при этомъ ско- 
рости или когда 3) рука завертываеть пружину, при чемь сила 
руки во все время завертыван!я уравновЪшиваетъь постепенно воз- 
растающую упругую силу пружины. 

ИзмЪнен1е одной только кинетической энерг!и системы, незави- 
симо отъ потенщальной, мы можемъ представить себЪ очевидно толь- 
ко мгновеннымъ, и слЪдовательно обусловленнымъ н$которымъ им- 
пульсомъ мгновенныхъ силъ, или столкновенемъ матеральныхъ то- 
чекъ данной системы съ точками другой. Продолжительность ИМПУЛЬ- 
са или столкновен!я должна быть при этомъ представлена на столь- 
ко малою, что въ продолжени времени дЪйств1я мгновенныхъ силъ 
положене частей системы не успЪетъ конечнымъ образомъ измЪнится; 
не изифнитея слЪдовательно и потенщальная энерг!я; кинетическая 
же энергля системы получить внезапно нЪкоторое конечное положи- 
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тельное или отрицательное приращене. Въ случаЪ данныхъ импуль- 
совъ упомянутое приращене кинетической энерги опредЪлитея по 
& 33, (121)" уравненемъ 


т— т =, УЛ, воз Т.Р + Тео ( У. (155) 


Въ случаЪ столкновеня приращен!е — 7, опредЪаитея на оенова- 
ни соображенй, съ сущностю которыхъ мы познакомимея при из- 
слЪдовами соударенй твердыхъ ТЪлЪ. 


5х 
п - 
им 5 


Всякое наблюдаемое нами яваен1е мы тогда считаемь вполнЪ 
понятнымъ, когда оно можетъ быть сведено къ ряду простЪйшихъ 
явлен движеня матери. ТЪ явлен!я, которыя могутъ быть 0бъя- 
снены подобным образомъ, составляютъ предметъ физики. Слож- 
ность явлешя такимъ образомъ зависитъ отъ сложности ТЪхъ Дви- 
жен, которыми оно можетъ быть объяснено. Движен!е-же мы мо- 
жемъ разематривать или какъ измЪнен!е положешя частей матерш, 
составляющей данную систему, или какъ процессъ превращен1я энер- 
пи и ел передачи изъ одного мЪста въ другое. 


Еели движен!е снетемы намъ извЪфетно вполнЪ, т. е. если мы 
‚для каждаго времени можетъ указать мЪето въ пространетвЪ для 
каждой частицы наблюдаемой системы, то мы будемъ въ состоянии 
очевидно также найти дая каждаго времени и мЪета количество энер- 
ги того и другаго вида, и слфдовательно рЪшить вопросъ о пере- 
дачь и превращеши энерги. Но наобороть, если мы знаемъ, какое 
количество того или другаго вида превращаетея одно въ другое въ 
данной части системы пли передается другимъ частямъ, т. е. если 
для нась рЪЬшенъ вопросъ о передачь и превращени энергии, то 
изъ этого еще не слфдуеть, что мы всегда въ состоянти идти даль- 
ше и рЬшить вопросъ о движеши каждой частицы разематриваемой 
системы. 


При однихъ явлевяхъ, какъ напримфръ, звуковыхъ и отчасти 
свЪтовыхъ, мы можетъ вполнЪ представить себъ тЪ движеня, кото- 
рыя въ этихъ явленяхъ проявляются. При другихъ явлешяхъ, какъ 
наприм$ рь-—тепловыхъ, электрическихъ, магнитныхъ, мы можемъ 
представить себЪ только измЪненмя энерги и ея перемфщеюя, со- 
отвфтетвующия упомянутымъ явлешямъ, не зная почти ничего 0 со- 
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отвЪтетвенномъ движени въ собственномъ смысл, по недостатку 
фактовъ, которые помогли-бы намъ сдфлать как1я-либо заключеня 
ВЪ этомъ направлении. 


$ 38. Передача энерйи машинами. 


Представимъ себЪ нЪкоторую матертальную систему, которая 
движется подъ дЪйстнемъ силъ, взаимно уравновфшивающихся для 
каждаго момента времени движеня; кромЪ того движенте системы пусть 
будеть обращаемое, т. е. пусть каждому ряду дьйствительныхъ пе- 
ремфщен1й частей системы соотвЪфтетвуетъ рядъ прямо противополож- 
НЫХЪ ВОЗМОЖНЫХЪ перемфщен!й. При такихъ условияхъ, работа воЪхъ 
вышеупомянутыхъ взаимно уравновъфшивающихеся силъ во все время 
движен!я системы должна быть равна нулю, а кинетическая энерг!я 
системы должна оставаться неизмЪънною. 

Такого рода движущаяся система представляетъь ©0бою общий 
типъ машины. Такъ какъ сумма работъ силъ, приложенныхъ къ 
машинЪ, должна быть равна нулю, то работа однЪхъ изъ этихъ силъ 
будетъ положительная, а работа другихъ— отрицательная. Силы, при- 
ложенныя къ машинЪ и выполняюния во время ея движеня положи- 
тельную работу, называются двигателями; силы, выполняющая 
въ тоже время отрицательную работу, называютея сопротивле- 
н1ями. Двигатели направлены вообще подъ острыми углами къ дви- 
жен1ю тфхъ частей, къ которымъ они приложены. сопротивлен1я об- 
разують вообще тупые углы съ направленями движеня  соотвЪт- 
ствующихъ частей машины. Двигатели очевидно не обусловливаютъ 
непосредственно никакихъ измфнен1й въ движеши машины, кинети- 
ческая энерг1я которой остается постоянною; роль двигателей со- 
стоитъ въ томъ, чтобы во все время движен!1я машины уравновши- 
вать сопротивлен1я, или побЪ ждать сопротивленя. Роль ма- 
шины состоитъ въ томъ, чтобы осуществить услов1я. при которыхъ 
работа двигателей можеть быть превращена въ полезную работу, 
побф ждающую работу сопротивленй. 

Обозначая черезъ 4Ё„ элементарную работу двигателя, совер- 
шаемую въ течени элемента времени, при безконечно маломъ пере- 
мфщен!и частей машины, черезъ 4, воотвфтствующую элементар- 
ную работу сопротивленй, и черезъ 4Т—приращен1е кинетической 
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энерги машины, мы будемъ имфть слЪдующее уелов1е обращаемаго 
движения (см. 120): 


Ч. — АГ. -- АТ = 0, (156) 
при чемъ, велЪдетв!е равновЪе1я двигателей и сопротивлений: 
АЁ., — 4Ё, = 0, (157) 
и слЪдовательно 
ЧТ == 0; (158) 


т. в. кинетическая энерг!я машины остается неизмЪнною {получаетъ 
приращен!я равныя нулю}, и во все время движен!я, по (157), рабо- 
та двигателей равна п противоположна работЪ сопротивлений. 

ВромЪ силъ двигателей и сопротивленй, которыя по нашему 
произволу могутъ быть приложены къ машинЪ, или нфтъ, всегда су- 
ществуютъ еще силы, не подлежащия нашему произволу, существова- 
не которыхъ обусловлено существоватемъ еамой машины. Эти си- 
лы направлены всегда, какъ показываетъ опытъ, противъ движения 
частей машины и потому называются вредными сопротивле- 
н1ями. Обозначая черезъ (Г элементарную работу вредныхъ со- 
противленй (по предыдущему — всегда отрицательную) при безконеч- 
но маломъ обращаемомъ перемфщени машины, мы должны, принимая 
во вниман!е эту вредную работу, представить услов1е движеня въ 
слЪдующемъ видъ: 


ат, — агГ, + аг/ -ат=0, (159) 


откуда видимъ, что постоянство кинетической энерг!и машины будетъ 
имъть мфето при слЪдующемь услови равновЪая: 


аг. + аг, -- ай =0, (160) 


т. е. когда работа двигателей тратится на побЪждене не только внъш- 
нихЪ, полезныхъ сопротивленшй, но п вредныхъ. 

Силы, дъйствующ!я на части машины должны очевидно обусло- 
вливаться присутетв1емъ какой-либо матер1альной системы, такъ или 
иначе связанной съ машиною. Разсматривая машину и матертальную 
систему, обусловливающую двигатели, какъ одно цЪфлое, мы будемъ 
имъть НЪкоторую матеральную систему, къ которой приложены внфш- 
вя силы (сопротивлен1я), совершающя во время движешя системы 
отрицательную работу. Такой случай былъ раземотрЪнъ въ предыду- 
щемъ параграфЪ, гдЪ было указано, что онъ соотвЪтетвуетъ умень- 
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шен1ю энерги системы, къ которой приложены силы, совершающя 
отрицательную работу. Такъ какъ энергя машины остается постоян- 
ною, то работа, затрачиваемая на побЪждене сопротивленй, полу- 
чаетея на счетъ убыли энерйи той системы, которая обусловливаеть 
двигатели и которая можетъ быть названа резервуаромъ полезной 
работы. Роль машины такимъ оброзомъ состоитъ въ томъ, чтобы 
энергию упомянутаго резервуара превращать въ полезную работу 
противъ сопротивлен|й. 

Съ другой стороны, мы можемъ разематривать какъ одно цЪлое 
машину и ту систему, которая обусловливаетъ существоване сопро- 
тивлен1я. Въ такомъ случаЪ внъшня силы, приложенныя къ разема- 
триваемой системЪ (т. е. наши двигатели), совершая положительную 
работу, увеличиваютъ энергио системы. Такимъ образомъ вообще ма- 
шина является посредникомъ, перемфщающимъ энерг!ю отъ одной ен- 
стемы къ другой и превращающимь переносимую энергю въ опре- 
ДЪленный видъ. | 
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ДЪИСТВТЕ СИЛЪ НА ТВЕРЛЫЯ ТЗВЛА (ДИНАМИКА 
ТВЕРДЫХЪ Т®ЛЪ). 


А) РАВНОВЬСТЕ ТВЕРДЫХЪ ТЬЛЪ (СТАТИКА), 


$ 39. Равновфс{е свободнаго твердаго тЪла. 


Подъ твердымъ тЪломъ въ настоящей главЪ подразумЪ вается 
въ строгомъ смысл неизмЪняемая система матеральныхъ точекъ, 
т. е. такая система, точки которой не могутъ измЪнять своихъ взаим- 
ныхъ разетоянй. Твердое тЪло будетъ свободнымъ, когда для 
какой либо изъ его точекъ возможны веяк1я поступательныя движе- 
ня, и кромЪ того для всего тъла возможны всЪ вращения около этой 
точки. Неизмъняемость разстояв!й между частицами абсолютно твер- 
даго тЪла приводотъ къ тому заключению, что как1я-бы взаимныя 
силы ни ДЪйствовали между этими частицами, онЪ должны оставаться 
вЪ равновЪфеи, ибо упомянутыя силы всегда направлены по неизмЪннымъ 
разстояямъ между частицами. Такимъ образомъ, дЪйств1е внЪшнихъ 
силъ на твердое тЪло должно состоять только въ изм$неви величины 
и момента количества движения, ибо всякя друмя дЪъйствая внЪшнихъ 
силъ, помимо упомянутыхъ измфненй, совпадая очевидно по напра- 
влению съ дЪйствями взаимныхъ силъ (которыя, по $ 21, $ 24, не 
производятъ такихъ измЪнен!й), должны взаимно уравновЪшиваться, 
на основанш неизмЪнности разетоян!й между точками системы. Сл%- 
довательно наоборотъ, внфшня силы, приложенныя къ точкамъ твер- 
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даго тЪла (или къ точкамъ, неизмЪнно съ нимъ соединеннымь), тогда 
находятея въ равновЪели, когда ихъ направлен!я совпадаютъ съ на- 
правлен1емъ какихъ-либо равнодЪйствующихъ воображаемыхъ взаим- 
ныхъ силъ между точками разсматриваемой неизмЪнной системы, 
т. е. когда данныя силы могутъ быть разложены на рядъ составля- 
ющихъ, направленныхъ по разетоямямъ между точками системы, и 
попарно противололожныхъ и равныхъ. Но мы знаемъ, что если си- 
лы удовлетворяютъ вышеизложеннымь условямъ, то ($21, & 24) 
ихъ геометрическая сумма и ихъ моментъ около всякаго начала рав- 
ны нулю. СлЪдовательно, обозначая черезъ УЕ геометрическую сум- 
му силъ, а черезъ ХМ - геометрическую сумму ихъ моментовъ около 
произвольно выбраннаго начала, мы будемъ имЪть слфдующёя уело- 
вя равновъея: 


УЕ —=0, .11=0. (1) 


Если подъ УХЛ, мы будемъ подразум$вать моментъь около любаго 
начала, который всегда равенъ нулю, то второе изъ ур. (1) заклю- 
чить въ се0Ъ также и услове = 0, ибо, по © 23, (30), можно 
ПОЛОЖИТЬ: 


М=мМ!- 5: 


а эта величина обращается въ нуль для всякаго начала тогда толь- 
ко, когда отдфльно №=0Ои 1' —= 0, ибо 9% остается для веякаго 
начала неизиЪнно, а М! мъняется;, но Л{', представляя моментъ гео- 
метрической суммы силъ, только тогда равно нулю для веякаго на- 
чала, когда сама эта сумма есть нуль. 

Въ тЬмъ же самымъ уравненямъ (1) мы прдемъ, если будемъ 
выводить услов1я равновЪ1я изъ принципа возможныхъ пере- 
мфщен!й, изложеннаго въ $ 28 и выраженнаго ур. (76). Пусть Х. 
Е, И будутъ слагающ!я, по нкоторымъ прямоугольнымъ осямъ. отъ 
силы, приложенной къ нЪкоторой точкЪ даннаго твердаго тЪла, коор- 
динаты которой суть т, 9,2. Для различныхъ точекъ значеня Хх, 7. 
й, %,у,2 очевидно должны предполаться вообще различными. Форма 
и положене твердаго тЪла будуть намъ извфетны, когда мы будемъ 
знать координаты каждой изъ его точекъ; по измъненшю величины 
упомянутыхъ координатъ мы можемъ судить о перемщеняхъь твер- 
даго тЪла. Но велЪдетв!е неизмфняемости разстоян!й между точками 
твердаго тфла, для нихъ возможны не всявя произвольныя измне- 
ня координатъ, а только т%, которыя соотвЪтетвуютъ поступатель- 
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нымЪъ или вращательнымъ движенямъ тфаа, т. е. единственно возмож- 
нымъ для него перемъщенямъ. Нтакъ предположимъ, что твердое тЪло 
всЪми своими точками передвинулось безконечно мало по какому ни- 
будь направаен!ю: тогда каждыя три координаты каждой изъ точекъ 
тЪаа измфнятея на безконечно малыя положительныя или отрицатель- 
ныя величины. 


ба, 256, 56, (2) 


придавая которымъ всевозможныя (6безк. малыя} значен1я, мы исчер- 
паемъ всЪ возможныя безконечно малыя поступательныя перемфще- 
ня неизмняемой системы. Предполагая затЪмъ, что твердое тЪло 
повернулось на произвольно выбранные безконечно малые углы да, 
58, су, соотвЪтетвенно около трехъ осей координатъ, мы найдемъ 
(© 31, (101)). что координаты 5, у, 2 какой нибудь точки измнятся 
соотвЪтственно на безконечно малыя величины 
6) —268, 264—126], 2608 — уда, (3) 

при чемъ множители са, 08. 2у будутъ очевидно одни и тфже для 
вефхъ точекъ разсматриваемой системы. Придавая упомянутымъ мно- 
жителямъ веевозможныя безконечно малыя значен1я, мы`исчерпаемъ 
дя каждой точки веЪ возможныя для нея безконечно малыя пере- 
мЬщеня, обусловливаемыя различными вращенями системы около 
различныхь осей, проходящихъ черезъ начало координатъ. Такъ какъ 
любое перемфщен!е системы можетъ быть представлено, какъ ком- 
бинац1я поступательнаго и вращательнаго движенй, то приращения 
0х, бу, 62 координатъь х, у, 2 какой либо точки системы, при любомъ 
перемфщени этой послЪфдней, выразятея суммою приращенй (2) и 
(3), т. е. будутъ: 

сл = ва - у0`] — 208, 

39 — 6% —- 26% — 495, (4) 

б2==66 + 268 — уда *). 


*) Положимъ вообще. что точки какой либо системы получаютъ конеч- 
ный рядъ безконечно малы хъ перемфщенй, характеризуемыхъ прираще- 
н1ями 8,5. 8,9. 8.2 координатъ х.у,2 какой либо точки, для перваго перемъщен1я, 
приращен1ями 8,5. 85. 8,2—для втораго перемъщен1я. и т. д. Положимъ далфе. что 

= Нах -- Ву с,2. бд = м - ца Ву +12. 
у == ах у + с. бу =, Рад 59 Е 122. 
не — 5-Е азя - 63 -- 6:2. 62 ==7, + 0 - ВУ - 132. 
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Припоминая общее услов1е равновЪ ся, 
м В | 
Уха — Убу + 202) = 0, 
и подставляя въ него величины (4), мы находимъ: 
баххХ -- 96УУ + 4х7 
-- 6«5(Уг— Су) + 685%(25 — Хэ) + 61У(Ху— г) 0, 


. ., х 
откуда, велфдетв!е совершенной произвольности величинъ ба, 96.. 
“м. . . . 
64,92... выводимъ слЪдующия уравненя равновЪея: 


хХх—0, УУ=О, $57=0, 


х(У:— 2)=0, У(22—Хд=0, У(Ху- ТА =0. (5) 


Но первыя три изъ предыдущихъ уравнен!й выражаютъ, что всЪ три 
слагающин по осямъ координатъ геометрической суммы веЪхъ прило- 
женныхъ силъ равны каждая нулю, велЪдетв!е чего очевидно должна 
быть равна нулю и сама упомянутая геометрическая сумма. Посл5д- 
ня три изъ предыдущихъ уравненй выражаютъ, что каждый изъ 
трехъ слагающихъ моментовъ силъ около осей координатъ равенъ 
нулю (сравн. (32), & 23), велЪдетв!е чего и самый этотъ моментъ, 


и т. д. Тогда въ результатЪ всъхъ этихъ перемъщен!и будетъ такое изм нен!е 
жоординатъ разсматриваемой точки: 


ба — ия 6 --..., бУыу У... =. .., 


независимо отъ того, произойдутъ-ли перемвщен1я 1. 2... заразъ, или послЪдо- 
вательно. при чемъ конечно величины ^. а. В....Г а. 6... предполагаются безко- 
нечно малыми, а число приращений 5,. 5. и т. д.—конечнымъ. Дъйствительно. пред- 
полагая. что сперва произошло перемфщен1е 6, и затЪмъ перемвщен!е 6., мы по- 
лучимъ окончательное приращен1е въ видЪ: 


9х 5. (2 82) =1 аж Ву ег 
(ет) + 3, (у) и 2+ 82) 
= (а, а) и (& + В) у- (6. 1) 
—0.2-- 0.5, 


ибо произведен1я а.5.х. Ву... суть безконечно малы въ сравненйи съ (@.-<,). 
{р -8.)... Точно также докажемв вообще. что 


ых 5, (& Нож) а. [хе (а -ом| 
бе а +6 (а а) а. |+. -=4а Ея + аи + в. 


лишь-бы число приращен1й 6,.0,... не было безконечно велико. 
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т. е. геометрическая сумма моментовъ вефхъ данныхъ сить, долженъ 
быть равенъ нулю. Штакъ, урр. (5) выражаютъ прежде найденное 
нами услов!е (1). 


$ 40, Сложене силъ, дЪйствующихъ на неизм5няемую систему. 


Подъ сложентемъ еиаъ, приложенныхь къ твердому тЬлу. 
разумЪетея разыскаме одной или нЪфеколькихъ такихъ силъ, кото- 
рыя замфняли-бы данныя силы по своимъ дЪйствямъ. Такъ какъ 
дЪйств1е силъ на твердое тъло состоптъ только въ измненши вели- 
чины и момента его количества движеня, то веякя другя силы, 
производящия тЪже самыя измфненя упомянутыхъ величинъ, будуть 
равнодЪйствующими данныхъ. Но свободное твердое тъло, по отношен!1ю 
къ возможнымъ перемфщенямъ евоихъ точекъ, выполняеть тЪ условия, 
при которыхъ, по & 31, измБнен!е величины количества движен1я измЪ- 
ряется геометрическою суммою приложенныхъ силъ, а измЬнен!е м0- 
мента количества движеня—моментомь приложенныхъ еиль. СлЪдо- 
вательно веякя силы, геометрическая сумма которыхъ и моментъ 
около произвольнаго начала будуть равны геометрической суммЪ п 
соотвЪтетвующему моменту данныхъ силъ, приложенных къ твер- 
дому тЪлу, будуть равнодфйетвующими этихъ посафднихь. Такимъ 


образомъ, если мы черезь Ё,, Ё,... обозначимъ данныя вилы, при- 
ложенныя къ твердому тЪлу, черезь Л[., М,...—ихъ моменты около 
нЪкотораго произвольно выбраннаго начала, черезь Е, В»... и 
М,', М,... — равнодъйствующия сплы и ихъ моменты около того-же 
начала. то должны будуть удовлетворяться слзлующия условия: 
УР Е, ХМ-=УМ,, (6) 


гл суммы берутся геометрически. При этомъ очевидно также, что 
силы, равныя и противоположныя найденнымъ равнодЪйствующимъ, 
будуть уравновфшивать данныя силы Ё,, Ё,..., ибо геометрическая 
сумма и моментъ такихъ противоположных Ссилъ будуть — №" 
и— )'М'; сумма же и моментъ веъхъ силъ, дъйствующихъ на твердое 
ТЪло будут 
ЕН и УМ-УМ, 

и обратятся, велбдетв1е (6), въ нули, т. е. удовлетворять условию 
равновфая (1). 


$ 40 Глава ПШ. А) СТАТИКА ТВЕРДАГО ТЪЛА. 2321 


Изъ $ 23 мы знаемъ, что для веякой данной системы еилъ мо- 
гутъь быть подобраны по крайней м%рЪ три силы (вообще вектора), 
которыхъ моментъ будетъ равенъ моменту данныхъ спаъ. Одна изъ 
упомянутыхъ трехъ силъ равна по величин и направлению гео- 
метрической суммЪ данныхъ силь и проходить черезъ ‘такую точку, 
моментъ данных силъ около которой совпадаетъ по направлению съ 
этой геометрической суммой: друпя двЪ силы лежатъ въ плоскости, 
перпендикулярной къ первой, п составляютъ пару, моментъ кото- 
рой равенъ моменту данныхъь силь около упомянутой выше точки 
или, что вее равно, —0коло0 направлен1я первой силы, какъ оси. 
Такъ какъ очевидно, геометрическая сумма трехъ упомянутыхъ сить 
оудетъ кромЪ того равна геометрической сумм данныхъ силь, то 
первыя предетавятъ систему изъ наименьшаго возможнаго числа. 
равнодЪйствующихъ посаЪднихъ. Итакъ, всякая система силъ, 
дЪйствующихъ на твердое тъ ло, можетъ быть во вофхъ 
отношен1яхъ замф нена по крайней мЪрЪ одною си: 
лою и къ ней перпендикулярною парою. Такимъ образомъ 
мы видимь, что способъ замфны одной еиетемы силъ другою, ей рав- 
нодЪйствующею, заключается для даннаго случая въ выражении 
(30), ($ 23): 

М == М--Ж, (4) 


при чемъ очевидно, что геометрическая сумма силъ, имъющихъ м0- 
ментъ ЛМ. равна геометрическнй сумиЪ силъ, имфющихъ  моментъь 
М! -- ЖЖ. ибо въ & 23 было указано, что геометрическая сумма 
силъ момента №М' можетъ быть едЪлана равною нулю, а геометрическия 
суммы сиаъ, имъющ!я моменты ЛГ и №, суть однЪ и тфже, но прило- 
жены къ разнымъ точкамъ. Точно также легко видЪть, на основан 
\ 25, что данная система силъ можетъ быть замЪнена двумя взаимно пер- 
пендикулярными силами, приложенными къ двумъ различнымъ точкамъ. 

Цзъ вышеприведеннаго непосредетвенно слфдуютъ заключеня о 
слБлующихъ частныхъ случаяхъ. 

1) Всякая сила, приложенная къ твердому тфлу, можеть быть 
замнена равною ей силою. приложенною гдЪ либо по той-же прямой 
лини, какъ первая. 

2) Силы, направлен1я дЪйств!я которыхъ ветрфчаются въ одной 
ТОчк$., МОГуТЪ быть замфнены ихъ геометрической суммой, приложен- 
ной къ упомянутой точкф. 
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3) ДвЪ параллельныя силы замфняютея одною, равною ихъ ал- 
гебраической суммЪ, и приложенною вдоль по лини, раздЪяяющей 
разстоян!е между обЪими точками приложения данныхъ силъ, внутрен- 
но или внЪшне, обратно пропорционально величинамъ этихъ Силъ. 
Внутреннее дЪлен!е соотвфтствуеть случаю силъ, направленныхъ въ 
одну сторону, внфшнее—въ разныя стороны. 


4) ДвЪ равныя параллельныя силы, направленныя въ разныя 
стороны, составляютъ пару силъ и не могутъ быть замфнены 
одною силою. 


5} Точка перес$чентя завнодЪйствующей двухъ параллельныхъ 
силъ и лиши, соединяющей точки приложен!я этихъ послЪднихъ, не 
завися отъ направлен!я слагающихъ, останетея таже самая для вся- 
кихЪ взаимно параллельныхъ силъ, проходящихъ черезъ однЪ и тфже 
точки приложения. 


6) Точка приложеня равнодЪйствующей двухъ одинаково на- 
правленныхъ параллельныхъ силъ, дфля разетояне между обЪими 
данными точками приложен1я въ обратномъ отношении къ величинамъ 
силъ, совпадаетъ, по \ 22, съ центромъ инерши двухъ массъ, пом%- 
щенныхъ вЪ упомянутыхъ точкахъ и пропорц!ональныхъ по своей 
величинЪ соотвЪтетвующимъ силамъ. 


Т) РавнодЪйствующая нЪфеколькихъ равнонаправленныхъ парал- 
лельныхъ силъ легко найдется послфдовательнымъ сложенемъ, и бу- 
детъ равна по величин суммЪ данныхъ силъ. Ея точка приложеня 
совпадетъ съ центромъ инерци воображаемыхъ массъ, пропорцональ- 
ныхъ даннымь силамъ и размфщенныхъ въ соотвЪтетвующихь  точ- 
кахъ приложеня. Такая точка, не измфняющая своего положеня съ 
измфнен1емъ направлен1я параллельныхъ силъ, проходящихъ черезъ 
тъже точки приложешя и сохраняющихъ свои величины, называется 
центромъ параллельныхъ силъ. 


о 


Сила, равная и прямо противоположная равнодЪйствующей, долж- 
на очевидно уравнов$шивать данныя слагающя, и слБдовательно, 
вмЪетЪ съ этими поелфдними— удовлетворять условямъ равновЪе1я 
(5). Поэтому, если Х., Г,, (» будутъ три слагающия равнодЪйствую- 
щей по осямъ координатъ, а х,,9,, 2, —координаты ея точки при- 
ложен!я, то. на основани (5), мы должны имФть: 
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№ =. У, У, = У, = (7) 
У 2, — 4 == (У — Гу), 
2, — А = У (йх— Ха, (8) 


Хо, — У, = Х(Ху-— Ух), 


гдф вообще Х, 7, & обозначаютъ слагающйя данныхъ силъ, приложен- 
ныхъ къ разнымъ точкамъ (7, у,2) твердаго тфла и уравновЪъшиваю- 
щихся одною силою (Х., Г. 2), приложенною въ точкЪ (1,4. 2%). Изъ 
вышеприведенныхъ уравнешй (71) и (8) легко видЪть, что не всегда 
можно найти три слагающя Х., У, , одной силы, которая урав- 
новъшивала-бы всякую данную систему силъ, дЪйствующихъ на твер- 
дое тфло. ДЪйствительно, помножая урр. (8) соотвЪтетвенно на Х., 
ТУ... н складывая, мы находнимъ: 


\ 
К, »(У2 — бу) + У, \(7х— ХА-И Ху — Ул) =0, (9 
Убе — 2+ у, У + 2, УСХу ‚ (9) 


откуда видимъ, что три искомыя величины Х., У,, , должны, кро- 
мЪ трехъ урр. (7), еще удовлетворять уравненю (9), что не всегда 
возможно. Уравнен!я (7) требуютъ, чтобы искомая равнодЪйствую- 
щая равнялась геометрической суммЪ слагающихъ, а уравнене (9)— 
чтобы направленя равнодЪйствующей (если таковая найдется) и мо- 
мента слагающихъ около начала координать были перпендикулярны 
другъ къ другу. Это послЪднее услов1е имЪетъ очевидно мъсто, гл*-бы 
ни было выбрано начало координатъ, ибо урр. (8), изъ которыхъ слф- 
дуетъ ур. (9), существують для веякаго начала координатъ. Подста- 
ваяя величины Х., У,, И, изъ (7) въ (9), мы находимъ сл дующее 
услов1е, которому должны удовлетворять данныя силы, чтобы имфть 
одну равнодЪйствующую: 


хх. (У — у ХУ. (Их — Х)--Хй.У(Ху— У 0. (9) 


Что касается до урр. (8), то каждое изъ нихъ, на основан!и (9), пред- 
ставляется сл$детыемъ двухъ остальныхъ, волфдетв!е чего коорди- 
наты 1%, У, 2, точки приложен1я равнодЪйствующей опредфляются 
только двумя независимыми другъ отъ друга уравненями, которымъ 
удовлетворяютъ веЪ точки нЪФкоторой прямой лини. Такой резуль- 
татъ очевиденъ самъ по себЪ, ибо точка приложен!я силы, дЪйствую- 
щей на твердое тфло, можетъ быть перенесена куда угодно вдоль по 
прямой, совпадающей съ направленемъ силы. 
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Но всегда можно найти двЪ силы (№... К. и (Х,, %,. 4), 
приложенныя къ двумь точкамь (21...) и (5,.1,,2,), КО- 
торыя замфняли-бы данную систему силъ. Таюя силы и ихъ точки 
приложения опредЪлятея очевидно уравненями: 

ХХ, =УХ, УР =УХ, ИИ, = У, 

У 2, — би -- У, — И. = (72 — бу), (10) 

И. — ла, — Яд, — Х.2, = (Их— А2), 

Ау: — Ия, — Ху, — Ух, = (Ау — 12), 
при чемъ вообще можно подобрать нЪеколько силъ по двЪ, изъ ко- 
торыхъ каждыя дДвЪ вмЪетЪ были-бы равнодЪйствующими даннымъ, 
ибо Число уравненй (10), опред$ляющихъ двЪ силы и ихъ точки 
приложеня, меньше числа искомыхъ неизвЪфетныхъ. 

Точно также веегда можно найти нЪкоторую пару силь и силу. 
замЪняющ!я данныя силы. Называя данныя величины 

Ул, УТ. У 
*(72—2у). \ 
соотвЪтетвенно черезъ (11) 
А, В, С, Г, М. №, 


мы будемъ имфть слфдующия уравнен!я для опредфленя слагающихъ 
Х,, Х,, бо. силы, координатъь ея точки приложеня (7.9.2) и 
слагающихъ моментовъ 7, м. у искомой пары: 


Л. -=А. У. =В, =, (12) 
2.25 — бо ^л=Г, 
И, — Хе, ги =М. (18) 


ХА, — } обо У = Л . 


Такъ какъ для опредЪленя точки приложеня силы достаточно 
только двухъ уравненй, опредфляющихъ н5которую прямую, то изъ 
урр. (13) остается только одно для опредфленя трехъ неизвЪетныхъ 
^, в, у. СлЪдовательно, можно подобрать безчисленное множество 
паръ, изъ которыхъ каждая вмЪетЪ съ силою (Х.. №, 4.) замЪфняла- 
бы данныя силы, лишь-бы слагающие моменты этихъ паръ удовле- 
творяли уравненю 


А). = Ви + Су= АБ ВМ -- СМ, (14) 
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которое мы получаемъ помножая урр. (13) соотвЪтетвенно на 4, Б, С, 
п складывая. Но между этими парами можно найти одну, которая 
будетъ перпендикулярна къ силЪ (4, Б, С) и направлеюме момента 
которой будетъ слЪдовательно параллельно этой силЪ. ДЪйствительно, 
помня, что если двЪ лини параллельны, то ихъ проложеня на вся- 
к1я другя лини будутъ въ постоянномъ отношении между собою, мы 
можемъ услов!е параллельности линй (4, Б, С) и (\, ву) выра- 
зить такимъ образомъ: 
. д \ 
Е 15 
АВС: (15) 
и получимъ изъ трехъ уравнемй (14) и (15) также, какъ въ 
253, (39): 
й АГ ВМ-+ СМ 
о, 
АГ ВМ-+СМ 
м 
_ и АЁ+ ВМ-+ СМ 
У — А о . 


7. 


| 


ТД 
Е? — А? В? - 02°. (17) 
Полагая въ каждомъ изъ трехъ выражений (16) соотвЪтетвенно 
А?Т, —= (В* — Б? — 0%) Г, 
ВМ —= (1? — А? — 0?) М, 
СМ — (В? — В? — 4?)М, 
мы получаемъ: 
ГВ — МА МА — ГС 


О, 
‚Ме-МВ (ТВ- МА 

М О А, (16) 

о _х_ МАЕ м0 МВ 


В? В? 
вслЪдетв!е чего урр. (13) обращаются въ 
В (2—6) — С(и—6)=0, 
С (хх —а)— А (2—6) =0, (18) 
А(и—в—В(%—@а)=0, 
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МОС— №Б МА — ГС ГВ — МА 
==. в = оо 0% 


— 


откуда видимъ, что одною изъ возможныхь точекъ приложеня силы 
(А, В, С} будетъ точка, координаты которой суть: 


%=4, %\%=0, 2==6, (20) 
какъ мы уже видфли въ & 23, (42). 


Еели данныя силы параллельны между собою, то обозначая че- 
резъ [, т, ® косинусы угловъ, которые какая нибудь Е изъ этихъ 
силъ дфлаеть съ осями координать и помня, что эти углы, велЪд- 
ств1е услов!я параллельности, для воЪхъ сить должны быть одина- 
ковы, мы будемъ имЪть: 

хх=ЫЕ Уу=и>хЕ ХИ = Е 
х(У: — бу) =т> Её — ихБу, 
х(25— Х2) =пХЕх — Ех, (21} 
Хх (Ху— Ух) = ЕРу— т»УЕх, 
велЪдетв!е чего услове (9)’ удоваетворится, и равнодфйствующая 
найдется изъ уравненй 


Х.=№Е, У=тУЕР, Р-НЕ, (22} 
откуда, обозначая самую равнодЪйствующую черезъ Ро. имфемъ: 


косинусы угловъ равнодЪйствующей съ осями будутъ очевидно [, 2, п. 
Въ такомъ случаЪ уравн. (8), опредъаяющ!я точку приложения равнс- 
дъйствующей, превратятся въ 
т.г, — Е у, = т®Ег — н>Еу, 
пРх, — Ел = пХЕх — ГЕ, (24} 
[Ру — тЕж = Ру — тхЕх. 


Эти уравнен!я удовлетворятея, каюя-бы ни были величины [, 
т, п. если всегда 


Ех Ру ХЕ 


— 


# 
о — ур? У — Ур’  — Ур, (25} 
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то есть, равнодЪйствующая проходитъ всегда черезъ одну и туже 
точку — центръ параллельныхъ силъ, который опредЪаяется, какъ 
центръ инерщи массъ, равныхъ по величинЪ даннымъ силамъ и раз- 
мщенныхъ въ соотв тетвующихъ точкахъ приложен1я, что яветвуетъ 
изъ сравнен!я выражений (25) и (5 22), (47). 

Если параллельныя силы пропорцональны массамъ матер!аль- 
ныхъ точекъ, къ которымъ онЪ приложены, то мы будемъ имЪть 
для каждой массы т и для каждой силы В: 


Е=т.9 и УР=дт, (23)! 


ГД д есть коеффишентъ пропоршональности, одинаюй дая воЪхъ 
силъ и массъ, и представляющ!й очевидно ускорен!е (всегда одно и 
тоже), сообщаемое силою Е масеъ т. 

Такой случай мы имфемъ при дЪйств!и тяжести вблизи отъ зем- 
ной поверхности. Тогда выраженя (25) превращаются очевидно въ 


_ Утх Уту Ут 
то ут °  %2 Ум ? = Ут (25) 


Центръ параллельныхъ силъ при этомъ носитъ названНе центра 
тяжести, и его положене, не завися отъ величины силъ, совпа- 
даетъ съ центромъ инерщ!и данныхъ массъ. 


———_—_и_и 


$ 41. Равновфсе твердаго тБла, съ одною несвободною точкою. 


Твердое тфло не будетъ свободно, когда для него сдфлаются 
невозможными одно или нЪфеколько изъ поступательныхъ или враща- 
тельныхъ перемьщенй. Ограничен1е поступательныхъ перемфщенй 
можеть имфть мЪето, когда одна изъ точекъ тфла или неподвижна. 
или должна оставаться всегда на нзкоторой данной поверхности, или 
должна оставаться на нфкоторой лиши, или можетъ сойти съ одной 
или нЪеколькихь поверхностей въ опредЪленныя отъ нихъ стороны, 
ит. п. Ограничене вращательныхъ перемфщен! можеть имфть мЪ- 
сто, когда двЪ точки тфла неподвижны, или извфетнымъ епособомъ 
связаны съ одною или н$фоколькими данными поверхностями, и т. д. 

Для веБхъ вышеупомянутыхъ случаевъ вообще, въ выражен]и 

баУХХ -- 66хУ- 57 
-- 2% (Уг — Ру) 98% (Их — Х2) + 6Х (Ху— Ут) 0, (26) 
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предетавляющемъ услов!е равновЪе1я неизмЪняемой системы, вели- 
чины ба, 66, 6с, 6х, 68, 6%, не будутъ уже совершенно произвольны, 
ибо для несвободнаго твердаго тфла не представляются возможными 
всяк1я поступательныя ин вращательныя движеня. Разберемъ нЪ- 
сколько случаевъ равновЪе1я несвободнаго твердаго тЪла. 

1) Пусть одна изъ точекъ твердаго тфла не можеть оставить 
нЪкоторую данную поверхность. СлЪдовательно, длл упомянутой точки. 
также какъ и для всей системы, возможны изъ положеня равновЪе1я 
всяк1я поступательныя перемфщен!я вдоль по элементу поверхности. 
на которомъ она находится, и невозможны переяуфщешя, къ этому 
элементу перпендикулярныя. ВромЪ того предполагается очевидно. 
что вращен1я системы около точки соприкосновения ея съ данною 
поверхност1ю не стЪенены никакимъ условемъ. Выберемъ начало 
координатъ въ какой либо точкЪ упомлнутаго элемента поверхности. 
ось 2—овъ — перпендикулярно къ его плоскости, а оси х-— овъ и 
у—овъ — какъ-либо въ самой плоскости элемента. Тогда пять пере- 
мъщенй ба, 66, ба. 08, 6%, въ выраженш (26). могутъ быть раз- 
сматриваемы, какъ совершенно произвольныя; перемъщене-же ос 
должно быть веегда равно нулю. Услов!е равновЪе1я (26) въ таком 
случаъ удовлетворитея, когда только пять коеффищентовъ при пяти 
произвольныхъ величинахь обратятся въ нули; множитель-же при 6с 
можетъ быть очевидно какой угодно. Нтакъ, уравненя равновЪе1я 
для даннаго случая будутъ: 


ХА —=0. УГ -=0. 


обозначающия, что геометрическая сумма взаимноуравновЪ шивающихся 
силъ должна быть по направленю перпендикулярна къ элементу по- 
верхности, поддерживающему тЪло, а по величинЪ можетъ быть про- 
извольна, и что геометрическая сумма моментовъ силъ около начала, 
совпадающаго съ этимъ элементомъ, равна нулю. 

Къ тьмъ-же выводамъ мы приходимъ ел5дующими разсужден1ями. 
Всякая система силъ, приложенныхъь къ нензмфняемой систем, мо- 
жетъ быть замфнена взаимно перпендикулярными парою и силою, т. е. 
тремя силами. Очевидно, что упомянутая система силъ будетъ въ 
равнов$с1и, если пара равна будетъ нулю, а сила пройдетъ черезъ 
точку, лежащую на элементЪ поверхности, и будетъ направлена пер- 
пендикулярно къ этому послЪднему. 
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Если вышеупомянутыя услов1я равновЪея не удовлетворяются, 
то можно найти вообще одну силу, которая вмЪфетЪ съ данными обу- 
словливала-бы равновЪс1е. Дъйствительно , 
пусть и (рис. 66) будетъ плоскость, парал- 
лельная элементу поверхности, поддерживаю- 
щему одну изъ точекъ твердаго тфла; пусть 
С’ будетъ слЪдъ на 7 нормали къ этому 
элементу; пусть Ги /' будутъ двЪ силы, за- 
мЪняюция данную систему силь (ем. \ 23 и 
\ 40), при чемъ перпендикулярна къ плос- 
кости 727 и пересЪкаеть ее въ точкф В. а 
|’ совпадаетъ съ упомянутою плоскостию. Если 
СВБи]' перееЪкутся въ какой-либо точкЪ А. 
\/ Р” то вь этой посл$дней мы приложимъ дв% силы 
Рис. 66. ри 4, изъ которыхъ первая равна и проти- 
воположна сил [', а послфдняя перпендикулярна къ плоскости ии. 
и, слагаясь съ Г, даетъ нфкоторую силу, приложенную въ точкф С. 
06$ силы ри 9, или, что вее равно, ихъ равнодЪйствующая А. 
уравновЪшиваютъ систему силъ, предетавляемую силами Ки {'. Сила 
В равная и противоположная сил А' будеть очевидно равнодй- 
ствующая данныхъ силъ при данныхь условяхъ. Такая равнодЪЯ- 
ствующая можеть быть однако найдена только очевидно въ томъ 
случаЪ, когда точка А не лежить въ безконечности и не совпа- 
даеть съ (.. 


—=* 

Величина, направлен!е и точка приложен1я равнодЪйствующей, 
при разсматриваемыхь условяхъ, могутъ быть также опредфлены не- 
посредственно изъ услов! равновЪея (27). Обозначая черезь Х.. 
Г., Я. слагающия равнодфйствующей, а черезъ 5%, ,У,, 2, — коорди- 
наты ея точки приложеня, мы будемъ имфть, по (27), введя 0боз- 
наченя (11): 


Х, =А, У =В, 
У‹2, — 1% =, 2, — Х = М, Ху, — Ух, =М. (28) 
Подставляя величины Х,, У, изъ первыхъ двухъ уравнен!й въ 


три остальныя, множа эти послфдня соотвфтетвенно на 4, В, ,, и 
складывая, мы получаемъ: 
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АТ ВМ+АХ=О0, (29) 


откуда 


АТ — БМ 


2 ==-- 


(30) 


Подставляя найденную величину . въ три посл дня уравнен!я 
(28), мы будемъ имЪть слъдующия уравнен1я для опредълешя 2, 


Чо, №0: 


ВБ2ь м — =, 

АГг- ВМ 

-—\ —х А =— М, (31) 
Ау, — Вх. =М, 


изъ которыхъ каждое представляется, какъ легко замфтить, слЪд- 
стыемъ двухъ остальныхъ; слъдовательно урр. (31) опредзляютъ ц$- 
лый безконечный рядъ точекъ приложенл равнодЪйствующей, лежа- 
щихъ вдоль по лини ДЪЙСТВ!Я этой послЪдней. ВромЪ того изъ (31) 
мы видимъ, что равнодЪйствующая пересБкаетъ плоскость (ху), т. е. 
плоскость, совпадающую съ элементомъ задерживающей поверхности, 
ВЪ ТОЧЕЪ 

иде ви Ее ВЫ (32) 


которая опредълитея, полагая въ (31) 
2% =0. 


Точно также найдемъ. что равнодЪйствующая пересЪкаетъ пл0с- 
кость (24) (при у, =0) въ точкЪ 


и Г н У ‹ 
бо РВ’ 2% В , (32) 
и плоскость (42) (при 2. = 0) въ точкЪ 
| М М 
20"! == — т Чо" =. (32) 


Разсмотримъ частные случаи предыдущихь рьшевй, когда 
или а) №М=0, 
или 6) А = В =0. 
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Для случая @) выражене (30) даетт, 


7 — чит ом | (33) 
и 2. имЪетъ только тогда возможное значене, когда 
АЁг-- БМ =0; (34) 
при этомъ послфднемъ условш, мы найдемъ легко, что 
Щи — ‚_ М и РМ 
7% — % —=0, м: У =- Й. 7, —& ово Я › (35) 


при чемъ , можетъ быть выбрано какимъ угодно. 

На (рис. 66) легко видфть, что, при условш а), /' проходить 
черезъ точку С, и тогда нЪфтъ одной равнодЪйствующей; прибавоч- 
ное услове (34) требуетъ, чтобы сила [ тоже была приложена къ 
точкЪ С. 

Случай 0) имфетъ тогда мфето, когда система силъ, приложен- 
ныхЪ къ твердому тлу, сводится въ сил Ги парф, лежащей въ 
плоскости 27 (рис. 66), и когда замфна этой системы силами {'и 
Г невозможна. Тогда очевидно возможны не менфе двухъ равнодЪй- 
ствующихъ, лежащихъ въ двухъ различныхъ плоскостяхъ, и приложен- 
ныхъ къ разнымъ точкамъ, при чемъ очевидно, одна равнодЪйствую- 
щая вообще не будетъ имфть мЪета. Но если елучаи @) и 6) суще- 
ствуютъ совмЪетно, то всегда находитея одна равнодЪйствующая д, 
величина которой и точки приложеня опредфляются уравненями 


—#/=Е, Яж=М. (36) 


Наконецъ случай Г, = М —=0 соотвЪфтетвуетъ тому, когда сила 
Г приложена вЪ точЕф С, и когда равнодёйствующая системы равна 
и противоположна силф {". 


2) Предположимъ, что свобода перемфщен!Й одной какой нибудь 
точки неизмфняемой системы стЪенена тфмъ услов1емъ, что эта точка 
не можетъ покинуть какую-либо данную поверхность (т. е. одинъ 
изъ плоскихъ элементовъ) только въ одну какую-либо сторону по 
перпендикуляру отъ этой послфдней. Въ такомъ случаЪ, какъ и въ 
предыдущемъ, очевидно, что система силъ, приложенныхъ къ твер- 
дому ТЪлу, должна замЪняться только одною силою, проходящею че- 
резъ элементъ поверхности, перпендикулярно къ этому послфднему и 
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въ направлен невозможнаго перемфщеня. Выбирая осн координатъ 
также. какъ въ предыдущемь случаф, и крояь того ось 2—овъ, пер- 
пендикулярную къ элементу поверхноети—въ толь направлении. но 
которому точка не можеть отойти отъ новерхности, мы легко замБ- 
тпуь, что пять изъ извъетныхъ шести перемфщешй могуть быть въ 
условш (26) выбраны произвольно, а шестое ос-—только веегда отри- 
цательнымъ. Велфдетв!е этого услов1я равновЪея выразятея для дан- 
наго случая саБдующими уравненями: 
УХ—0, УУ-0О, Уй=90, 
7 (37) 
х(Уё — Йу)-=0, У(Й2— Х2) ==0, У(Ху- Уз)-=0, 
значен1е которыхъ только-что было объяснено. 

Если условия (37) не удовлетворяются, то система призожеи- 
ныхъ силъ можетъ быть замфнена н\которою парою и перпендику- 
лярною къ ней силою, при чемъ вообще возможно найти еще одну 
силу или одну пару. изъ которыхъ та паи другая, вмфетЪ съ дан- 
ными силами, удерживала-бы систему въ равновЪеи. Тутъ, такъ-же 
какь и въ предыдущемьъ, возможны два случая: @)— когда система 
данныхъ силъ замЪняется такими парою и силою, изъ которыхъ пер- 
вая лежить въ плоскости ий (рие. 66), параллельной плоскости 
заемента поддерживающей поверхности, а сила перпендикулярна къ 
этой поверхности; 6) когда замфняющия пара и сила расположены 
иначе, нежели въ предыдущемъ случаз. 

Въ случаЪ а) очевидно нельзя найти одну уравновЪшивающутю, 
если только пара не равна нулю. Но найдутся всегда двЪ уравновЪши- 
вающия силы, въ двухъ разныхъ плоскостяхъ, приложенныя къ раз- 
нымъ точкамъ: одна изъ упомянутыхъ силь будетъ лежать въ илос- 
кости 20. ДЪйствительно, если мы вообразимъь себЪ пару и силу, 
равныя и противоположныя даннымъ, при чемъ поелфдняя приложена 
въ туже точку, какъ данная сила, то очевидно, система будетъь въ 
равновЪе1и. Но одну изъ силъ пары мы можемъ приложить въ одну 
точку съ одиночною силою, и замЪнить объ эти приложенныя къ од- 
ной точкЪ сичы одною. которая вмфстЪ съ оставшеюся другою силою 
пары и будеть уравновфшивать данную систему силъ. 

Въ случаЪ 6) мы можемъ данную пару и силу замЪнить, какъ на 
рис. (66), лвумя взаимно перпендикулярными силами КиГ'. приложен- 
ными въ разныхъ точкахъ, и расположенными такъ, что одна изЪ этихъ 
сить лежитъ въ плоскости, параллельной поддерживающему элементу. 
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При этомь положныъ, что невозможныя перемфщен!я направлены внизъ 
отъ плоскости 7, перпендикулярно къ этой послБдней. Уравнов- 
щивающую силу мы найдемъ опять также, какъ въ случа® 1); т. е. 
проведемъ прямую ВС, соединяющую точку приложения силы | с0 елф- 
домъ С, на паоекоети 2, нормали къ поддерживающей поверхности, 
а къ точЕЪ переефченмя линт СБ и силы Г', т. е. къ нЪкоторой 
точкЬ 4, приложимъ силу р, равную п противоположную силЪ Г’, н 
сиау 4, которая, елагаясь съ паралаельною ей силою /Х, дала-бы нЪко- 
торую равнодЪйствующую, приложенную къ точкЪ С’ и направленную 
внизъ отъ плоскости 29. Геометрическая сумма А’ слаъ р ид, при- 
ложенная къ точкЪ 4, представить очевидно искомую уравновЪши- 
вающую, а равная и противоположная ей сила А-—равнодЪйствующую 
спаъ ри’ при данныхь условяхъ. Даля выполнения упомянутаго 
построеня необходимо во первыхъ, чтобы линш СВ и {' не были 
параллельны другъь другу, а во вторыхъ, чтобы ихъ точка перес$- 
ченя 4 лежала между точками Си Б, если спаа ГР направлена 
вверхъ отъ плоскости име если енаа / направлена внизъ отъ плос- 
кости 109, т. е. параллельно невозможнымь поступательнымъ пере- 
мфщен1ямъ, то точка должна приходиться внЪ отрЪзка прямой СБ. 
Эти заключен!я дфлаютея сами по себБ очевидны, если мы припом- 
нимъ правило сложенмя параллельныхь силъ и обратимъ внимаше на 
то, что результирующая паразлельныхь силъ р и 0 (т. е. сила рав- 
ная ихъ геометрической суммЪ и имфющая съ ними одинакИ моменть 
около всякаго начала), будучи приложена къ 4, должна направляться 
внизь отъ плоскости 7. | 


з 4 * 
ыы — ——— 
з „т“ ` 


Въ тЬмъ-же самымь выводамъ мы прИЙдемъ, ` разсматривая общя 
уравненя (37), соотвфтетвующия данному случаю. Обозначая, какъ 
прежде, черезъ Х,, У’, 2%, елагающя искомой равнодфйствующей, 
черезъ %,, №, 2. — координаты ея точки приложеня, и вводя 0боз- 
наченя 4, Б, С, 2, М, №, мы получимъ, на основан (37), сл$- 
дующия услов1я дая нахождения равнодЪйствующей: 

Х А 3 У, Б ) бо < С 3 (38) 
У 2 -— == И ХМ, Ху,-- Ум ==, 
откуда получаемъ, какь прежде: 
АГ ВМ ИХ=о0 (39) 
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АТ ВМ 


бо = — № . 


(40) 


но съ тЬмъ, чтобы было 5, < С. 

Для опредЪленя координатъ х,, У. 2, получимь тфже уравне- 
НЯ (31), которыя дадутъ намъ, полагая въ нихъ по очередно 2, = 0. 
/, =0, х, = 0, координаты точекъ, въ которыхъ равнодЪйствующая 
пересЪкаетъ плоскости координатъ: 


дя плоск. (2у): Ху == — м 1 ЕСИ (41) 

к РИ ПАРЕ ВМ” № АРЕВМ’ ‘> 
1! #! № 

для плоек. (27): 2, == > ` т, = — и: (41) 
и М М 

для плоск. (12): 9,’ = д, 20"! = — д. (41) 


Данныя величины 4, Б, С. Г, М, № мы выразимъ еъ помощю вве- 
денныхъ выше силъ Ги /'. Оси х—овъ и у овъ, расположенныя 
въ плоскости параллельной тт, т. е. въ плоскости поддержи- 
вающаго элемента, выберемъ такъ, чтобы 06ь х—0овъ была парал- 
лельна лини СВ, уголъ между СБ и Г обозначимъ черезъ а, и 
разстояне С’ отъ поверхности, считаемое вдоль по 0би 2—овт, на- 
зовемъ черезъ—с (ибо оно идетъ на рисункЪ вверхъ отъ плоско- 
сти ХУ, т. е. по отрицательной оси 2—овъ); разетояне СВ обоз- 
начимъ черезъ а; тогда координаты точки Б будутъ: х=а, у=0, 
2 = — с; наконець координаты точки Р’ обозначимъ черезъ а', 6’, —с. 
Затъиъ легко зычиелимъ, что 
А = ['с0оз«, В=Ёзшо, С=—| 
[—= —сРзэшя, М= — а/-- с/' со а, (42) 
М —= 67! созх — ата, 
арзш “ 


И и должн. быть <-—- 43 
р! созх — а зтх <—Р, (13) 


__ ($'с08& — а! зт а) (61 с05& — аГ) 


д! = - 
° арт 


(44) 
у'— “Г. (В! в0в а — а' ша) ит. д 
о ат д. 


Изъ выше приведенныхъ выражен! прежде всего видно, что иско- 
мая равнодЪйствующая не отыскивается, когда я =0, т. е. когда 
сила /’ направлена параллельно лини АС; въ такомъ случаЪ И, =0, 
и услове (43) выполнится, только когда сила { направлена въ сто- 
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рону обратную данной. Итакъ, при данномъ направлен!и силы /, рав- 
нодфйствующая тогда возможна, когда зишя {и 06ь х-овъ пере- 
софкаются въ какой либо не безконечно удаленной точкф 4. Обозна- 
чая длину СА, откладываемую въ положительномъ направлен!и оби 
х-овъ, черезъ [. и замфчая, что въ такомъ случаъ 


— (то ==6' е05& — а'зтх, (45) 


мы получаемъ изъ (42), (43) и (44): 


М—=— Р1тх, И = “< Е. (46) 
(ег! созх — ар) с’. . 
ОИ И.О ПОНИ КОНИ |, 
= а7 ‚  \ = ар, (47) 


откуда видимъ, что услов!е , < — Г можетъ быть удовлетворено или 
тогда, когда, при направлен!и силы { внизъ, величины @ и [ имфютъ 
одинъ знакъ и [< а, или когда, при направлени силы Г вверхъ. 
величины (и [ имфютъ разныя знаки; въ первомъ случаЪ точка 4 
лежитъ между Си РБ: во второмъ случа —внф промежутка СБи 
такъ, что точка С приходится между Би 44. 

Ръшен!я (40) и (41) могуть сдфлатьея невозможными, когда 


пли 4) М=0, или в) АГ-+ ВМ=0. _ (48) 
Случай а) имфетъ мЪфето, когда 
№ — |' (6 с0$& — @' 919) =0, (49) 
т. е. когда 
р 
пли | Ы—=0, или ва= 2 (50) 


Первому предположен!ю соотвЪтетвуетъ однако опредзленное рфшен!е: 


4 м 
Х=0, Т,=0, д < 2—6 9% =0, (51) 


* 


ГД / есть произвольная величина, связанная только услов1емъ: 
(72 ^. 
1 > 1 . (52) 


Во второмъ случаЪ очевидно, }' приложена къ точкЪ С, и ршене 
тогда возможно, когда а/=0, т. е. когда сила р приложена тоже 
къ точкЪ С, или равна нулю. 
Въ случаЪ 0) имъемъ: 
арт ах == 0, (53) 
16 
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и рЬшеше невозможно, когда пили @=0, или «= 0; но для /=0 
ИмЪемъ: 


1 
о 


у 
Х. = [Г с0з%, У = ях, = я. И =0; (54) 
т. е. равнодЪйствующая есть сама сила }. 


о 4 © 
- —--— 
о „А %&5 


Вакъ примфръ разобранныхъ выше случаевъ равновЪоя несво- 
боднаго твердаго тЪла, разомотримъ равновЪе тяжелаго тфла, опи- 
рающагося одною точкою на нЪзкоторую плоскость, горизонтальную 
или наклонную. 

Сила тяжести, дЪйствующая на каждый элементъ массы разема- 
триваемаго твердаго тФфла, можетъ быть замфнена, по $ 40, одною 
силою К (23)', приложенною къ его центру тяжести (25). Если 
плоскость, на которую опирается сверху одною точкою тяжелое твер- 
дое тЪло, будетъ горизонтальна, т. е. перпендикулярна къ напра- 
вленю тяжести, то условте равновЪфсля должно состоять очевидно въ 
томъ, чтобы центръ тяжести и точка опоры находились на одномъ 
перпендикулярЪ къ плоскости. Если положене центра тяжести не 
удовлетворяетъ этому услов1ю, то можно найти одну силу, которая 
удержала-бы тЪло въ равновЪеи при его данномъ положении; сила 
равная и прямо противоположная этой послёдней будеть равнодЪй- 
| ствующею силы Р. Найдемъь ея величину и ея 
точку приложеня. 

Плоскость опоры выберемъ, какъ прежде, 
за плоскость ($У), 06ь 2-0въ—внизЪ, по на- 
правлению тяжести; плоскость (22) проведемъ 
черезъ центръ тяжести О, и начало координатъ 
выберемъ въ точкЪ опоры .4 (рис. 67); нако- 
нецъ разстоян!е АБ обозначимъ черезъ а и раз- 
стояме БОр—черезъ с. Прилагая къ этому слу- 
чаю форм. (42), находимъ: 


Рис. 61. 


А=О, В=0, С(=Е, Г-0, М=аЕ, М№=0, (55) 
велЪдств1е чего услове (39) удовлетворяется, а уравнен1я (38) даютъ: 


=, Х.=0, У, =0, Их, = а, (56) 
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откуда: 


Е 


ВВ —— 1. 57 
ГД 7.5 (57) 


СлЪдовательно, сила А можетъ быть замфнена какою угодно 
меньшею силою въ томъ-же направлени, приложенною къ какой-либо 
точкЪ въ вертикальной плоскости, проходящей черезъ О и АД, ипри 
томъ такъ, чтобы разстояне лини дЪйетв1я новой силы было во столько 
разъ дальше отъ точки .4, во сколько эта сила И, меньше силы Е. 
Разобранному случаю очевидно соотвЪтетвуетъь ръшеше (51). 

Если къ твердому тЪлу, кромЪ силы №, еще приложена нЪко- 
торая пара Р, то одну равнодЪйствующую найти можно только въ 
исключительныхъ случаяхъ. ДЪйствительно, если мы обозначимъ углы, 
которые моментъ пары дЪлаетъ съ выбранными по прежнему осями 
координатъ, черезъ а, В, {, а величину самаго момента — черезъ Р, 
то очевидно будемъ имЪть: 


А=о0, В=0, 0=Е, 
[= Реза, М=РоеозВ-таЕ, М= Роозт, 
и уравненя (38), (39) дадутъ невозможныя рЬшеня: 
Х,=0, ТУ=0, й=0=0. 


(58) 


Но если с08у =0, т. е. если плоскость пары проходитъ черезъ ось 
#-овъ, то урр. (38) даютъ: 

Х. =0, У =0, Е. (59) 

— б.% = Реова, Яд, = РеозВ - аЕ; (60) 


т. е. равнодЪйствующею будеть любая сила, направленная верти- 
кально и меньшая чЪмъ Р, или ей равная, точка приложеюя для 
каждой изъ такихъ силъ опредфляется изъ (60). 

Положимь теперь, что поддерживаю- 
щая плоскость еф (рис. 68) не перпенди- 
кулярна къ направлен!ю силы тяжести ОЙ, 
приложенной къ центру тяжести О. Че- 
резъ точку Ё пересфчения лини ОЁКи на- 
клонной плоскости еф проведемъ перпен- 
дикуляръ 2. къ этой посл дней, и черезъ 
00% лини ОРи яЕ— плоскость С. Затфиъ 
лин!ю 45, проходящую черезъ точку опоры А и параллельную плоскости 


Рис. 68. 
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т, выберемъ за осъ 2-овъ, а перпендикуляръ 42 къ плоскости е((--— 
за ось 2-0въ. Линш ЯР СН, СО, абсолютныя длины которыхъ мы 
обозначимъ черезъ а, 6, с, будутъ очевидно координатами центра тя- 
жести О. Уголъ наклона плоскости е@ къ горизонту, т. е. уголъ 
между ОР и иЁ назовемъ черезъ 7. Вычиеляя затфмъ величины 
А Б...Г.. ит. д., будемъ имЪть: 


А —=Езтшу, Б=0, С= Реут, 


Г—=—6Ее05],  М= Е (ас0з - сзту), М=ЬЕзту, (61 
велъдетв!е чего урр. (38) и (40) дадутъ: 
Х, = ЕР], У =0, = ЕРое60зу, (62) 
а урр. (41): 
2 =а- сю у=а-- Ев, ц-=6. (63) 


СлЪдовательно, при данномъ положении центра тяжести тфла, возмож- 
на только одна равнодЪйствующая, совпадающая съ силою Л’, и одна 
уравновЪшивающая сила— прямо противопо- 
ложная ип равная силЪ Ё. 

Но если 0 = 0 (рис. 69), т. е. если 
центръ тяжести находится въ одной ве- 
тикальной паоскоети съ точкою опоры 4, 
то М = [1 —=0, и услове (39), 

Яя ВМ = 0, 


удовлетворяется при всякой величин® ,. 
Поэтому слагающая , опредЪляетея тогда 
Рие. 69. только неравенствомъ (38), откуда: 


Х, = Езшу, У=0. Ро сот. (64) 


Лин!я точекъ приложения искомой силы опред$ляется уравненями 
В. — и =Ё, Я — А =М, 4Ау-— Бх=мМ, (65) 
которыя, при Б = С = М№М=0, обращаются въ 
Йо =0, = 0, (66) 
И — 2 зт у = Е (а ©0905 { сту), 


откуда видимъ, что такъ какъ всегда у, = 0, то равнодЪйствующая 
всегда лежитъ въ плоскости (22), т. е. въ одной вертикальной пао- 
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скости съ центромъ тяжести, перес$кая 06ь 2-0въ (при % =0) 
ВЪ ТОЧкЪ 


25 = — (@ 601 6), (67) 


т. е. въ той-же точкЪ, въ которой эту ось перес$каеть лишя ОРЛ. 
Чтобы составить себЪ представлене о воз- 
можныхъ величинахъ равнодфйствующей, 
мы отложимъ въ плоскоети О'’ЁРИ,, пере- 
несенной на рис. (70), длину О'Х. =ЁЕэщ {, 
вдоль по оси 2-0въ, а вдоль по оси 2-0вЪ 
будемъ откладывать длины меньшая Ё’с08 5, 
начиная отъ 0, = Е с05 т, до О’, и да- 
лъе въ другую сторону до— оо; тогда вея- 
.^ кая лин!я, проведенная отъь точки О’ ВЪ 

Рис. 10. угл НО’Е до пересЪчен!я съ прямою НР, 
параллельною 0',, предетавитъ очевидно по величинЪ и направле- 
ню искомую равнодЪйствующую. Важдая изъ прямо противополож- 
ныхЪ и равныхъ силъ уравновЪеитъ на данной наклонной плоско- 
сти силу РЁ. Если и а=0, то равнодфйствующая очевидно всегда 
проходить черезъ центръ тяжести 0, Наименьшая по абсолютной 
величинЪ изъ вофхъ возможныхъ равнодЪйствующихъ очевидно пред- 
ставится перпендикуляромъ, опущеннымъь изъ О’ на лимю НЕ и 
будетъ равна Ё'5ш 17. Отрицательныя значення 11 соотвЪфтетвуютъ 
очевидно тому случаю, когда тЪло находится подъ наклонною пло- 
СкОСТ!Ю. 


Если на расматриваемое тяжелое тЪло, помфщенное на наклонной 
плоскости, дъйствуетъ еще нЪкоторая пара, направлеме момента Р 
которой опредфляется его углами /, 0, съ осями координатъ, то мы 
будемъ имЪть: 


А=Езшу, В=0, (= Роу, (67) 
[= — 6Ёсоз у  Реозр, 
М = Е (а созу -- сзт 1)  Р.оозд, (68) 


М —= 6Еэт 1 - созй, 
велфдетв!е чего, по (39) и (40): 


_ Е зту (--6Есозу —- Реоз {) 


№ Рау, 2—0, — БРзшт- Резй 


(69) 
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при условии, что найденное такимъ образомъ 2, будетъ всегда 
= 0081. Уравнения (65), опредЪляющия линшю точекъ приложеня 


равнодЪйствующей, превращаются въ 
— =, б—А=М, 4 =М, (70) 

откуда видимъ, что равнодЪйствующая лежитъ всегда въ плоскости 
параллельной (25), и на разстояши отъ нея 

и — г _ № _6ЕРзшу-- Рс03й (71) 

ПА“ Рэшу | 
ВромЪ того, изъ втораго ур. (70) имЪемъ, что при 2, =0, то есть 
въ плоскости (у2), координаты точки приложен1я будутъ 


М _ ЕК (асозу + озту) + Роз 


(71), ие = Ра ‚ (12) 
а, при 2. =0, т. е. въ плоскости (59): 
М 
(71), иж = 7. 
[Е (4 воз -/ Е сш 1) + Рэш 9] (6 Езту -+- Реозй) 
— = Е т _ 2.2 (73) 
Езту ( -- ВР со —- Реоз[) 
А — 


3) Пусть свобода перемфщенй нЪкоторой точки твердаго тъла 
стЪенена тЪмъ условлемъ, что разематриваемая точка можетъ пере- 
мфщаться только вдоль данной кривой лини, не будучи въ состоянии 
передвигаться по перпендикулярнымъ направленямъ къ этой послЪд- 
ней. Направлен1е элемента кривой, на который опирается тЪло од- 
ною своею точкою, выберемъ за ось 2-овъ; двЪ друмя оси будутъ 
расположены какъ-либо въ плоскости, перпендикулярной къ элементу 
кривой. Въ такомъ случаЪ, изъ шести безконечно малыхъ величинъ: 
ба, 6%, 6с, да, 0В, бу, опредъляющихъ возможныя перемфщен!я не- 
измъняемой системы, только четыре: ба, ба, 08, бу, могуть быть вы- 
бираемы произвольно; двЪ-же остальныя 66 и де, по условю связ- 
ности, очевидно всегда равны нулю. ВелЪфдетв1е этого общее условие 
(26) разбивается на слЪдующия уравненйя равновЪеля: 


ХХ = 0, , 
У `` — (74) 
УХ (Уз — бу) =0, *(22— Ха) =0, Ух (Ху— Ух) =0, 


при чемь УХУ и УЙ могуть быть каюя угодно. Значене условй 
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(14) состоитъ очевидно въ томъ, что силы, приложенныя къ точ- 
камъ твердаго тЪла, должны представлять такую систему, которая 
можетъ быть замфнена только одною силою (безъ пары), проходя- 
щею черезъ точку опоры и лежащею въ плоскости, перпендикуляр- 
ной къ поддерживающему элементу кривой. 

Если услов1я (74) не удовлетворяются, то вообще можно найти 
одну силу, которая, вмЪетЪ съ данными, удовлетворяла-бы условямъ 
равновЪе1я. При этомъ возможны, какъ и прежде, два случая: @) когда 
система данныхъ силъ можетъ быть замЪнена такими парою и силою, 
изъ которыхъ первая расположена въ одной изъ плоскостей, перпен- 
дикулярныхъ къ плоекости (72), а вторая перпендикулярна къ оси 
х-овъ, 0) когда одиночная сила не параллельна плоскости (24). 

Въ томъ и пругомъ случаЪ мы можемъ данную систему силъ 
замЪнить двумя, изъ которыхъ одна /' (рис. 71) лежитъ въ одной 

изъ плоскостей (20%), проходящихъь черезъ 

ось 2-0въ, а другая /—въ одной изъ плос- 

костей (3%); перпендикулярныхъ къ той-же 

$ оси. Бъ случаЪ а) сила [Г будетъ наклонна 

# „ КЪ плоскости ти, въ случаЪ 6) —перпенди- 

кулярна. Точку Б пересЪчен1я силы [ еъ плос- 

Костю 7 соединимь прямою съ тТочкою 

опоры 4; къ точкв С пересфченшя /’и АБ 

приложимъ силу 9 равную и противоположную 

^^ силЪ |', къ той-же точкЪ приложимъ другую 

Ре. 11. силу р. параллельную силЪ [р и при томъ 

такъ, чтобы равнодЪйетвующая обфихъ силъ Кир проходила через”, 

точку .1; тогда эта равнодЪйствующая, будучи перпендикулярна кт, 

оси 7-овъ, уравновЪфситея сопротивленемъ точки опоры, которая мо- 

жетъ перемфщаться только вдоль оси 1-овъ. Геометрическая сумма 

силъь ри представить собою искомую уравновЪфшивающую, а сила 

ей равная и противоположная —равнодЪйствующую. Если сила {' па- 

раллельна лини АБ, то мы можемъ силу / разложить какъ-либо на 

двЪ, [1 и |», изъ которыхъ послфдняя будетъ направлена по ВЕ и, 

слагаясь съ [', дастъь въ плоскости 2% новую силу /', уже не па- 

раллельную къ АБ; съ силами р и [’' поступимъ также, какъ 

прежде съ Ги Ё'. Если сила [’ проходитъ черезъ точку А, то по- 

добнымъ-же разложешемъ мы ее замфнимъ другою, не проходящею 
черезъ 4. 


7 
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Такимъ образомь мы видимъ, что равнодфйствующая при дан- 
ныхъ услов1яхъ находится всегда, и при томъ—не единственная, 
ибо силы ри {', расположенныя въ плоекостяхъ 72% и $ и замф- 
няющ1я данную систему силъ, не суть единственныя въ этихъ плос- 
костяхъ. ДЪйствительно, какъ мы уже видфли, силу { можно разло- 
жить безчиеленными способами на двЪ, р и {,, изъ которыхъ р, 
направляясь по 6$, давала-бы вмЪетЪ съ {' нЪкоторую новую силу 
Ё.’ въ плоскости 10%; такимъ образомъ мы приходимь къ новымъ 
силамъ [у и}, въ тьхъ-же плоекостяхъ. 

Величина составляющихъ Х., У,, 4, равнодЪйствующей опре- 
дЪлитея, подобно какъ въ случаяхъ (28) и (38), уравненями 


Хх, =А, АБТУМ+АМЫО, (75) 


откуда видимъ, что одна изъ слагающихъ, У, или И, остается вполнЪ 
произвольною. Лин!я точекъ приложеня опредфляется уравнян1ями 


У 2 — =, 2х, — А =:М, Ау, — К, = №, (76) 


откуда получаемъ координаты точекъ пересечения этой лини 


‚М | М 
съ плоск. (92): 9.’ = Я 6 =. 
| М ‚ Г 
съ плоск. (22): т = — у › 2,’ = т: (77) 

0 {) 

съ плоек. (27): 2" = и Ч," = — Г 

°\ у о о ) ‹ —- } 
бо бо 


откуда видимъ, что равнодЪйствующтя всегда находятся, и при томъ — 
въ неопредфленномъ чиелЪ. 


О-— жж 
© 1 5 


4) Если одна изъ точекъ твердаго тЪъла совершенно неподвижна, 
то перемфщевя ба, 66, 0с всегда равны нулю, и слЪдовательно, вы- 
бирая начало координатъ въ неподвижной точкЪ, мы пр!Йдемъ только 
къ слъдующимъь тремъ уравнешямъ равновЪея: 


х(Уг— Йу=0, У(22— Ха) =0, Х(Ху- Ух) =0, (18) 


при чемъ величины .4, В, С могутъ быть кавя угодно. Значение 
этихъ уравнен!й состоитъ въ томъ, что геометрическая сумма при- 
ложенныхъ силъ должна въ случаЪ равновфоля представляться ли- 
нею произвольной длины, проходящею черезъ неподвижную точку; а 
пара, которая вмЪ6тЪ, съ упомянутой геометрической суммою, замЪ- 
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няетъ систему приложенных силъ, должна быть равна нулю. Если 
услов1я (18) не удовлетворяются, то всегда можно найти безчислен- 
ное множество такихъ силъ, изъ которыхъ каждая, вмБетЪ съ дан- 
ными. удовлетворяла-бы условтямь равновЪе1я. Силы, равныя и про- 
тивоположныя упомянутымъ уравновъшивающимъ, представятъ с0б0ю 
равнодЪйствующия, которыхъ тоже можно найти безчисленное мно- 
жество. 


$ 42. Равновфое твердаго тБла, съ двумя и боле несвобод- 
ными точками. 


Предположимъ, что нфкоторыя двЪ точки (1) и (2) твердаго 
тЪла, координаты которыхъ суть соотвфтетвенно 2, 9,2, и 2,,9., 
2,. мотутъ перемъщаться вдоль по даннымъ двумъ поверхностямъ, 
или оставлять эти поверхности только въ опредЪленныя отТъ нихъ 
стороны, по опредЪленному направлен!ю ихъ нормалей (т.е. перпен- 
дикуляровъ къ ихъ касательнымъ плоскостямъ). Вообразимъ себЪ двЪ 
нормали къ той и другой поверхности, проведенныя черезъ тЪ точки 
этихъ послфднихъ, въ которыхъ на нихъ опираетея твердое тЪ10 въ 
своемь положенш равновЪеля своими точками (1) и (2). Положи- 
тельныя направления нормалей будемъ считать по нимъ въ сторону’ 
невозможныхъ перемфщенй, и косинусы угловъ этихъ направлений 
съ произвольно выбранными осями координатъ назовемъ соотв$т- 
стренно черезъь 1, т, и, т, п,; проложеня какого нибудь 
изъ возможныхъь перемфщенй на оси координатъ для точки (1) 0603- 
начимъ черезъ 6х,,6у,, 62, адля точки (2)-—черезъ д, , бу, , 62. 
Тогда проложен!я упомянутыхъ перемфщен! соотвЪтетвенно на пер- 
вую и вторую нормаль будутъ очевидно: 


162,  тбу, + п102. и 105, + т,бу, + и,дг, , (79) 


и такъ какъ точки могутъ перемфщаться только или перпендикулярно 
ЕЪ соотвЪтетвеннымъ нормалямъ (т. е. по поверхностямъ), или въ ихъ 
отрицательную сторону, то выражения (79) для всякихъ возможныхъ 
значенй 0х,..., 6х,... должны очевидно быть или нулями, или отри- 
цательными. Обозначая черезъ К, ий, двЪ как1я нибудь произвольныя 
отрицательныя или положительныя ДЪЙствительныя величины, мы м0- 
жемъ выразить упомянутыя услов1я слЪдующими двумя уравнен1ями: 
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^ ^ ‘ох о 
1.6 Я 22, —= — 2 (о 
20%. - т.5 У. +: п.02, = — К. 


Выражая, съ помощю урр. (4), перембщеня по осямъ координатъ пе- 
ремфщен1ями поступательными и вращательными, одинакими для воЪъхъ 
точекъ тла, мы можемь условтя (850) представить въ слЪдующемъ 
ВИДЪ: 
^ № № 
[са т. 06 -— п. 0с 
к № ' \  & 
-- ба, — пу) 9х (аа, — Ца) ов 9, — та) ву = — 41, (81) 
15а — т,сВ -- и,бс 
ь - № ._\ 
++ (1.2, — п.у,) са + (пох, — 62.) 98 -- (у, — тж, 9 = — В. 
ВелЪфдетв1е этихъ условй, шесть произвольныхъ величинъ, вхо- 
дящя въ общее услове равновЪля твердаго тЪъла, 


Аба -- Во -- Обе + Тох — 08 + № — 0, (82) 
— 


уже не могутъ быть разсматриваемы, какъ независимыя другъ отъ 
друга: таковыми будутъ только как1я-либо четыре изъ этихъ вели- 
чинъ; а остальныя двЪ опредфлятея черезъ эти четыре съ помощю 
условй (81). Поступая также какъ въ \ 29, умножимъ оба уравне- 
н1я (51) соотвфтетвенно на два неопредъаенныхъ множителя, Л, и 
^., ий сложимъ ихъ съ неравенствомъ (52). Получим: 


(АА, В - ^,5) ва -- (В ии, - ^,т,) 36 + (О - Ап, - Ам.) 66 
-- [2 - А @в а, — пу, ) - ^, (та, — п.4,)| 6% 
+ -- 2 ва, — па) 7, (им, — 12,8 
= [№ ++ ^, и — тя) Л, (Бу, — тж] 6 = Л. 1? — Л.В, 


(83) 


д Ч, 2... Г. М.. имъютъ прежнее значене (11). НеопредЪлен- 
ные множители выберемъ такъ, чтобы коефищенты при двухъ какихъ 
либо изъ шести перемфщен! обращались въ нули; тогда остальныя 
четыре перемфщеная могутъ быть разсматриваемы, какъ совершенно 
произвольныя, велЪфдетв!е чего для удовлетвореня неравенства (83) 
при всякихъ значешяхъ этихъ произвольныхъ перемфщенй потре- 
буется, чтобы коеффищенты и при остальныхъ четырехъ перем$ще- 
щяхъ были равны нулямъ. Такимъ образомъ, въ случаЪ равновЪея 
должны удовлетворяться силами 4, Б, С и моментами С, М, № 
слЪдующия шесть уравненй: 
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А — А. 1. -- А... —- 0 . 
В Ат,  Л.т, == 0, 
О Ли, -- Ли, =0, 


(84) 
Г - ^, ща, — п,у,) -- ^, (тг, — пьу,) == 0, 
М-- № (и, — 121) + Л, (п,х, — 12.) =0, 
МА (у — тж) Л, (Бу, — т.) == 0, 
при чемъ 
0— — Л.А. — ^,Ё.?, те А<0 вА<О0. (85) 


Два как!я либо изъ уравненй (54) опредфаяютъ множителей 
АЛ. и ^,, а остальныя четыре представляютъ собственно услов!я рав- 
новЪс1я данныхЪ силъ. 

Видъ уравненй (84) показываетъ намъ, что величины А, и АХ, 
можно разсматривать, какъ двЪ силы, приложенныя къ данному тЪлу въ 
его точкахъ, (1) и(2), и направленныя соотвЪтетвенно въ отрицатель- 
ныя стороны по двумъ нормалямъ къ поддерживающимъ поверхностямъ, 
т. е. оть стороны невозможныхь перемфщенй въ сторону возмож- 
ныхЪъ. Дъйствительно, урр. (84) показываютъ, что если упомянутыя 
двЪ силы А, ил, будуть приложены указаннымъ способомъ къ ево- 
бодному твердому тЪлу, то эти двЪ силы, вмЪетЪ съ данными силами 
и моментами, будутъ въ равновЪеи. Такимъ образомъ, вмян1е обойхъ 
поддерживающихъь элементовъ поверхностей на данную систему силъ, 
приложенныхъ къ твердому тЪфлу, можетъ быть замфнено дЪйств1емт, 
двухъ силь А, и А,, приложенныхъ къ тому-же тфлу въ мЪетахъ его 
соприкосновеня съ поддерживающими поверхностями. Поэтому силы 7, 
и ^, носятъ назваше сопротиваен!й поверхностей противъ 
данной системы силъ, а силы обратныя, т. е. —/, и— /,, называются 
давлен1ями на поверхности, обусловленными данною системою 
силъ, приложенныхь къ твердому тЪлу, опирающемуся на эти по- 
верхности. 

Если твердое тфло опирается болЪе чфмъ на двЪ поверхности, 
то къ услов1ямъ (81) прибавятея еще новыя, составленныя такимъ- 
же образомъ и относящяся къ новымъ элементамъ поддерживающихъ 
поверхностей, нормали къ которымъ считаются въ томъ-же смыель, 
какъ прежде; величины & при этомъ* могутъ быть и нулями для 
частныхъ случаевъ, когда точки твердаго тфла совеъмъ не могуть 
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перемфщатьсл перпендикулярно къ соотвЪтетвующимт поверхностямъ. 
Умножая упомянутыя условныя уравнен!1я на новые неопредЪленные 
множители, и складывая ихъ, какъ прежде, съ общимъ усломемъ 
равновЪе1я (82), мы прИдемъ къ шести уравненмямъ равновЪая, 
подобнымь (84) и содержащимь столько неопредъленныхъ множите- 
лей, сколько дано различныхъ точекъ тЪла, соприкасающихся съ раз- 
личными поддерживающими поверхностями. 

Если твердое тЪло опирается на данную плоскость болЪе чЪмъ 
одною точкою, то отдфльныя давленя въ каждой изъ такихъ точекъ 
опоры остаются не вполнЪ опредЪленными. ДЪйствительно, предпо- 
ложимъ, что твердое тЪло опирается какимъ угодно числомъ своихъ 
точекъ на плоскость, которую мы выберемъ за плоскость (29): 
тогда въ уравн. (84) всЪ Ги т будуть нули, а во я— единицы; 
кромЪ того вбсЪ 2 тоже очевидно будутъ нулями: велЪфдетвте этого 
уравн. (84) превратятея въ 

А=о0. Б=0, СОУЛ ==0, (84) 

Г—Уу=0, М+\Ух=о, М=0, 

гдЪ знакъ № обозначаетъ сумму, взятую отъ различныхъ слагаемыхъ. 

Приведенныя уравненя показываютъ, что только три изъ нихъ слу- 

жатъ для опредЪленя произвольнаго числа множителей Л; а осталь- 

пыя три суть собетвенныя услов1я равновЪе1я данныхъ силъ. СлЪ- 

довательно, каждое изъ давлений на одну и туже плоскость можетъ 

быть предположено какимъ угодно, лишь-бы сумма ихъ и моменты 

около оси, перпендикулярной къ плоскости опоры. были равны и про- 
тивоположны даннымь величинамь С Ди 4. 

Случай одной поверхности опоры, разсмотрфнный въ предыду- 
щемъ параграфЪ, является какъ частный настоящаго, если принять 
одно только изъ услов!й (31) п выбрать оси координатъ такъ, чтобы 


2 ==. =0 и [=т=0, п-=1. 


Если данныя силы не удовлетворяютъ услов! равновЪаля (34), 
то мы можемъ задаться вопросомъ, какя силы, или кавя условая 
связности, должны быть прибавлены къ существующимъ уже, что- 
бы равновЪе1е имфло мЪето. Если упомянутыя уравновЪ шиваю- 
щуя силы будутъ найдены, то силы имъ прямо противоположныя и 
равныя могутъ быть разсматриваемы, какт равнодЪ йствующ!я 
данной . системы силъ при данныхъ условяхъ. Вопроеъ о нахождени 
равнодфйствующихъ тогда имфеть преимущественный интересъ, когда 
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яваяетея возможность найти одну равнодЪйствующую силу. Если 
Х‹, Уз, бои 4%, 4.2. будутъ слагающйя по осямъ координатъ и ко- 
ординаты точки приложен1я такой равнодЪйетвующей, то помня, что 
сила равная и противоположная этой посалЪдней, вмЪетЪ съ данною 
системою силъ, должна удовлетворять условямъ равновфея (84), 
мы найдемъ слфдующ!я уравнен1я для опредЪлен1я вышеприведенныхъ 
шести величинъ, характеризирующихъ искомую равнодЪйствующую: 


Х, = АННАН А, А. .... 
У —= В Ат -. ее, 


= О-Аи +. ....., 86) 
Усё, — Я = Ё | ^, (ие, — пу.) + ^, пе, — пу)... 
Ито — Хоро = М А (та, — Це)... ) 


Хо — Кл, = М Л, (Ни —т%) =... 


Предыдущая уравнен1я позволяютъ намъ легко замфтить, что 
искомая равнодЪйствующая можетъ быть также разсматриваема, какъ 
равнодфйствующая НЪкоторой системы силъ, приложенныхъ съ 0о- 
вершенно свободному твердому тЪлу: эта систета силъ состоитъ оче- 
видно изъ данныхъ силъ, опредъляемыхъ ихъ геометрическою сум- 
мою (4, Б, С) и ихъ моментомъ около начала координатъ (С, М, №), 
и изъ силь А,,Л,, Л..., приложенныхъ къ точкамъ (1), (2), (3) и 
т. д. Для того чтобы такая система силъ могла быть замфнена одною 
равнодЪйствующею, должно, на основани (9)’, выполняться слЪдую- 
щее услов1е: | 

(АЛЕ. [А (а в). -| 

= (Ве Ат... МА, ба — Це). ..] (87) 

(О Ая +... МИА ит. : 1-09, 
которое получается изъ (86), если три послфдня изъ этихъ урав- 
ненй помножить соотвЪтетвенно на Х., Г., 2, и сложить, замФ- 
нивъ при этомъ величины Хх, У., (5% ихъ значенями изъ первыхъ 
трехъ урр. (86). Величины ^,, Л,... въ условш (87) могуть быть 
разсматриваемы какъ произвольныя; но, на основаши (85)— всегда 
какъ отрицательныя. Дъйствительно, подыскавши для каждой Л одно 
или нфеколько значенй, при которыхъ услов1е (87) удовлетворялось- 


бы, мы всегда найдемъ соотвЪтетвующя равнодЪйствующия, подставляя 
упомянутыя значения всЪхъ Л въ уравненшя (86). СлЬдовательно, мы 
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получимъ вообще столько возможныхъ рфшенй для равнодЪйствую- 
щихъ изъ урр. (86), сколько возможныхъ ръшенй получаетея для 
величинъ Л изъ уравненя (87), рьшеннаго относительно этихъ по- 
слЪднихъ, какъ неизвЪфетныхъ. 

Если найдены величины Х,; Т,, 2% слагающихъ равнодЪйствую- 
щей, то величины —Х,, —У,, —И, будуть, какъ извЪфетно, сла- 
гающими уравновЪфшивающей, которая пройдетъ черезъ тфже точки 
приложен1я, какъ первая. Вообразимъ себЪ нЪкоторую плоскость, 
перпендикулярную къ равнодЪйствующей силЪ и касающуюся твер- 
даго тЪла въ той точкЪ, черезъ которую лишя точекъ приложен 
равнодЪйствующей выходитъ изъ этого послфдняго. Еели располо- 
женная такимъ способомъ плоскость будетъ непроницаема для твер- 
даго тъфла, то ея присутстемъ сила (Х.. У...) будетъ уравно- 
вфшена, и это присутствте слЪдовательно будетъ эквивалентно су- 
ществован!ю уравновъшивающей (—Х.,, —У,, —И.), которую упо- 
мянутая плоскость, или соотвЪтетвующЙ элементъ нЪкоторой по- 
верхности, можеть собою замфнить. Такое-же заключене будетъ 
очевидно слЪдовать изъ уравненй равновфс1я (36), если мы вЪ эти 
послЪдн1я введемъ тавя величины Л,, 5,7%, 7, которыя опредф- 
ляются услов1ями: 


7 —— 
Л, = — №, Лот, =—*, Лото —=— 4, 


(88) 
[’ -- ть’ — п," — 1, 


при чемъ очевидно Х, представитъ сопротивлен1е нЪкоторой поверх- 
ности, косинусы угловъ нормали къ которой, въ точкЪ (2%,.4) 
ея соприкосновеня съ твердымъ тфломъ, будуть /, 7%, 7%. Такимъ 
образомъ, разыскан1е равнодЪйствующей, или уравнов$ шивающей, со- 
вершенно тождественно съ разысканемъ нЪкоторой плоскости, ко- 
торую можно назвать удерживающею. Уравнения (88) позволяютъ 
по найденной удерживающей плоскости найти равнодЪйетвующую, или 
на оборотъ, 


а 


Предноложимъ для примфра, что тяжелое тЪфло опирается тремя 
точками на нЪкоторую плоскость, и найдемъ услов!я его равновЪсля. 
Плоскость опоры выберемъ за плоскость (2), а перпендикуляръ къ 
ней, въ сторону невозможныхъь перемфщенй (т. е. внизъ)—за ось 
2-овъ. Начало координатъ выберемъ въ первой точкЪ опоры, и 
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ось 2-0въ проведемъ черезъ вторую точку опоры: тогда координа- 
ты трехъ точекъ опоры будутъ соотвфтетвенно: (0, 0,0), (х,, 0,0), 
(т..9., 0). Координаты центра тяжести, расположеннаго очевидно 
въ сторон отрицательныхъь 2-овъ, обозначимъ черезъ а, 6, —с, и 
косинусы угловъ направленя силы тяжести съ осями координатъ— 
черезъ В, {; а величину самой силы тяжести черезь Е Тогда 
мы будемъ имфть въ условтяхъ равновЪея (84) всЪ [и вс 1% рав- 
ными нулю, а вс и равными единиц. Самыя-же уравненя (84) 
должны содержать три неопредЪленныхъ отрицательныхъ множите- 
ля Л, А,, Л,, и принимать нижесльдующй видъ: 


Во —= 0, Е = 0, Еу М - ЛА. =0, ит. д. 


Изъ этихъ первыхъ трехъ уравнен!й мы уже видимъ, что %и В долж- 
ны быть нулями, а слФдовательно ^ единицею и притомъ—положи- 
тельною, такъ какъ Л, РА, - А, должны быть по услов!ю отрица- 
тельными. Слфдовательно прежде всего, плоскость должна быть пер- 
пендикулярна къ направленю тяжести, т. е. горизонтальна; напра- 
влен!е невозможныхъ отъ нея перемфщен! должно совпадать тоже 
съ силою тяжести. Въ такомъ предположени изъ уравнешй (84) 
останутся только 3-е, 4-е, 5-е, которыя превратятся въ 


Е А А, + Л, =0, 
— Е — Ау. =0, (89) 
Ра + Лох, + Л, = 0. 

Второе изъ этихъ уравнений даетъ: 


А; = — да , (90) 
Уз 
откуда видимъ, что би у, должны им ть 
одинаковый знакъ; т. е. проложене 
А (рис. 72) центра тяжести на под- 
держивающую плоскость и точка (3) 
должны лежать по одну сторону отъ 
лини 2-0въ, такъ какъ Л. должно 
Рис. 12. быть всегда отрицательнымъ. Третье 
изъ уравненй (89) даетъ, велЪдетве (90): 


—#(.64з _ @\ 
} о Ау, 4, (91) 


^ 
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при чемъ всегда должно быть 


| Ч 

— -<0 п 94—00. 90! 
ут, о, ^ 7: -^ мо 

Обозначая углы, которые лини ОС и ОА дьлаютъ съ осью х-овъ, 

черезъ Фи, и помня, что 


г. == 00 08 о, у.=ОСзт о, 

а— ОА созф, = ОАзшф, 
мы можемъ услов1е (91)' представить въ видЪ: 

т 2608 { — с08 фэш у >> 0, 
или: (92) 
зш (Ф — 1) >0, 

откуда заключаемъ, что лия ОА должна лежать внутри угла $. На- 
конецъ, опредфляя Л, изъ перваго ур. (89), мы получаемъ: 


- | |, Я рх \ 
А. —=— И. 1—8 
. \ Уз 7. уз, / (95) 
откуда заключаемъ, что 
2.4. — 6х, —ау, + бл. > 0; (93)! 


обозначая углы, которые лини ОС и ОА дЪлаютъ съ отрицатель- 
нымъ направленемъ 0си 2-0овъ, черезъ ри 9, мы будемъ имЪть: 


х, =а-+ БА с0за, у9.=0ООзшр., 2-04 за 
#. ==. — РС созр=а- ДА в084 — )О созр, 
вслЪдетв1е чего услове (93)', какъ легко вычислить, превращается въ 
зт(р—9)>0, (94) 


которое показываетъ, что лин1я ДА должна лежать внутри угла р. 
Услов1я (92) и (934) очевидно выражаютъ требоване, чтобы въ слу- 
чаЪ равновЪе1я проложене центра тяжести на плоскость опоры ле- 
жало внутри треугольника ОСО, вершины котораго образованы тре- 
мя точками опоры. Случай, когда тЪло опирается на плоскость дву- 
мя точками, можно разематривать, какъ частный предыдущаго, при 
чемъ двЪ точки, (2) и (3), сливаются въ одну. Тогда очевидно, пло- 
щадь треугольника ОСД превращается въ прямую лин, и уело- 
вемъ равновЪе1я будетъ то, чтобы вертикальная линмя, проходящая 
черезъ центръ тяжести, пересЪкала прямую лин!ю, соединяющую 00% 
точки опоры, и притомъ—между обЪими этими точками. 
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ОпредЪлимъ теперь равнодЪйствующую силы тяжести, которая 
дъйетвуетъ на твердое тфло, опирающееся тремя точками на наклонную 
плоскость. 0си координатъ выберемъ также, какъ въ соотвЪтетвующемъ 
примЪрЪ ($ 41, рис. 68), т. е. ось 2-овъ перпендикулярно къ пяо- 
скости, внизЪъ, начало координатъ—въ одной изъ точекъ опоры, ось 
7-овъ параллельно вертикальной плоскости, проходящей черезъ, 
центръ тяжести тЪла, и елфдовательно—параллельно лиши пересЪче- 
ня этой послЪдней плоскости съ данною наклонною илоскостю. Бъ 
такомъ случаЪ величины 4, В,.. [, М., выразятея, какъ въ (61). 
Координаты трехъ течекъ опоры будутъ соотвЪтетвенно: (0, 0, 0), 
(2.9.0) и (5,,9.. 0): кромЪ того веЪ Г и жм— нули, и ве и—еди- 
ницы. Поэтому мы будемъ имфть сообразно съ (61): 


А—=РКзшу, В=0, С=Ео0зу. 


(95) 
Г—=—6Е озу, М= Е(асозу + взт]), М=еЕзту, 


при чемъ урр. (86), опредъляющя равнодЪъйствующую, обратятся въ 
Х = Езту, У=0, = Ее ААА, 
Я, = Е воз Е Ау, -- Лу, (96) 
Их, — Езш 1.2, — а 603“, -- 6Езшт у Е Л,х, -- АХ., =, 
а уравненше (87) въ 
(А, ЛВ =А,м, Л. (97) 


Послъднее изъ урр. (96) показываетъ, что равнодЪйствующая всегда 
лежитъ въ одной вертикальной плоскости съ силою ЁР. Уравнен!е 
(97) опредфляетъ возможныя соотношен1я между тремя величинами 
7. ^,, Аз. Третье изъ урр. (96) опредфляетъ слагающую Я... четвер- 
тое ур. (96), на основан (97), тождественно съ предыдущимъ; а 
пятое опредЪляетъ линю точекъ приложеня равнодЪъйствующей въ 
плоскости у=6б. Множители ^ предеставляютт, очевидно тЪ сопротив- 
ления, которыя плоскость оказываетъ тфлу въ трехъ точкахъ опоры, 
когда это тъло уравновфшено на плоскости тою или другою силою, 
прямо противоположною п равною какой-либо изъ системы равно- 
дЪйствующихъ. При различныхъ равнодЪйствующихъ очевидно, и со- 
отвфтетвующия сопротивленя будутъ различны. Еели мы желаемъ, 
чтобы сопротивлен1я въ указанномъ случаЪ равновЪе1я были нулями, 
то должны выбрать равнодЪйствующую, равную Ли приложенную 
кь центру тяжести тфла, что непосредетвенно видно изъ урр. (96). 
11 
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Возможныя направления равнодЪйствующихъ представятся въ данномь 
случаЪ также, какъ на рисункЪ 70, ($ 41); но выборъ лини точекъ при- 
ложен1я дая каждой слагающей останется до нЪкоторой степени про- 
изволенъ, ибо въ четвертое изъ урр. (96), опредЪляющее эту лин!ю 
въ паоскости у =06, входятъ два множителя А, и Л.., которые мо- 
гутъ быть опредЪлены уравненями 


И, = Ее АА, Л., 

(А — ^, -- ^.) 6 — ^.У> - Лу; , 
содержащими, при выбранномь ., три неопредъленныя величины, 
нзъ которыхъ одна останется слЪдовательно произвольною. Такимъ 
образомъ, уравновфшивающую, выбранной величины, мы можемъ всегда 


приложить къ тЪлу такимъ способомъ, чтобы любое изъ давлешй на 
три точки опоры имЪло предписанную ему величину. 


(98} 


Е В Зри 
> #т\ . 


Если двЪ точки твердаго тЪла совершенно неподвижны, то 0603- 
начал черезь д.9, 2, и 4..9... координаты этихъ точекъ, и 
помня, что ихъ перемъщеня 6х,... 0х,... должны быть равны ну- 
лю, мы, на основанш урр. (4) (стр. 224). получимъ сафдующуя соот- 
ношения между перемфщенями да, 06... бя, 6В..: 


х У А ^. ло 

ба | 919-{ — 2.198 =0, а- у,6у — 2,58 -=0, 

^ ^ © % № 

56 — 16а — 2.6у=0, 06 2,0% — 4,61 ==0, (99) 


де + 2.68 — у0&=0, 062,08 — уба-=0, 


которыя приводятся къ пяти независимымъ другъ отъ друга уравне- 
щямъ, ибо изъ нихъ возможно опредфлить только отношения какихъ- 
1100 пяти изъ упомянутыхъ перемфщешй къ шестому, остающемуся 
произвольнымъ. ВромЪ того, умножая первыя три уравнен1я соотвЪт- 
ственно на 2,9, 2, и складывая, получаемъ: 


лба - 9.6% + 2166 =0; (100) 
точно также изъ другихъ трехъ уравненй имЪемъ: 

л.ба + 9,06 + 2,06 =0. (101} 
ЗатЪмь легко видЪфть, что, на основан1и (100) и (101), третье изъ ур}. 
(99) получится изъ двухъ предыдущихъ, умпоженныхъ соотвЪтетвенно 


нал, 9, и сложенныхъ; точно также шестое изъ урр. (99) получается 
тоже изъ двухъ ему предшедствующихъ. 


[6 
© 
> 
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Выбирая одну изъ неподвижныхъ точекъ за начало координатъ 
и проводя 06ь 2-овъ черезъ другую точку, мы будемъ очевидно 
ИМЪТЬ: 


д, = =2,=0, = =0, 
велЪдетв1е чего условия (99) приведутся къ пяти такимъ: 
ба=0, 095=—0, 06=0. 23а=0. 98=0, (102) 


которыя показываютъ, что изъ шести перемфщен можетъ оставать- 
ся произвольнымъ только одно бу. Поэтому общее уелов1е (26) рав- 
новЪе1я твердаго тфла приводитея для даннаго случая къ одному 
уравнен!ю: 


в 
Ух — У2) =0, (103) 


выражающему, что моментъ данныхъ силъ около неподвижной оси 
(или, что все равно, сумма моментовъ всфхъ силь около этой оси) 
долженъ быть равенъ нулю. 

Примъчате. ДвЪ неизмфнно соединенныя другъ съ другомъ 
точки приложеня силъ, вращающияся около неподвижнаго центра, 
лежащаго на линш ихъ соединен1я, носятъ назван1е рычага, и при 
томь—-перваго рода, если 0бЪ точки лежатъ по разнымъ сторо- 
намъ отъ неподвижнаго центра, и _втораго рода, если онЪ ле- 
жатъ по одну сторону отъ этого центра. Услов1я равновЪс1я рычага 
сами с0бою очевидны изъ разобранныхъ выше услов!Й равновЪея 
неизмЪняемой системы. 


$ 43. Распредфлене давленй на плоскостяхъ опоры. 


Предположимъ, что твердое тЪло опирается на данную плс 
не одною точкою, но конечною плоскою частю своей повер 
т. е. безчисленнымъ множествомъ точекъ. Въ такомъ случа 
нен1я равновЪс1я (84) будуть содержать столько различн 
жителей Л, Л,...^,, сколько точекъ опоры, т. е. безчисле 
жество, но для всЪфхъ точекъь опоры. величины [ 7%, п 
очевидно однЪ и тфже, такъ какъ всЪ эти точки лежатт 
плоскости. Такимъ образомъ, уравнен!я равновЪе1я (84) 
ся для даннаго случая въ слфдующемъ видЪ: 


\© 
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А- А ==0. Виж =0, Оби =0. (104) 
Е-+тУла—пУЛу = 0, У?) = 0, 
М пух — а =0, т. е. (105) 
М Ру —тхА= 0, каждое Л = 0, 


гдЪ знакъ >» обозначаетъ сумму различныхъ слагаемыхъ. Изъ этихъ 
уравненй мы легко видимъ, что 


АТ ВМ + СМ=0. (106) 


откуда заключаемъ, что данная система силъ должна имЪфть одну 
равнодЪйствующую, слагающими которой будуть А, Б, С, приложен- 
ныя къ одной точкЪ. Если координаты одной изъ точекъ приложе- 
шя равнодЪйствующей обозначимъ черезъ 2%, (., 2, то очевидно 
должны будетъ имЪть: 


[= Бе, — Су. М= Су — Ад, М=Ау- В, (107) 
вельдстве чего урр. (105) превращаются въ 
Ва, — Су, -т»УАе — пулу =0, 
Сх, — Аз, + пух — Аа = 0, (108) 
Ау, — Ба, + Ау —тхАх = 0. 
ВромЪ того изъ уравненй (104) и (105) находимъ, что 


УХА = — у А? -- В — (72 , 


. (109) 
АТ Бт + Си=— А, 
и сл5довательно 

41 -- Вт + Сп=у А+ В 0$. (110) 
Но такъ какъ величина равнодЪйствующей силъ А, Б, С есть 
до Е=у 4? + Р?- В | (2, 
| ид» р 
° 1 такь какъ 

№ А—=Ра, В=1, 0=Е,, 


я х, В. › суть косинусы угловъ К съ осями координатъ, то ур. 


< Го) даетъ: 
5° и 1 -- Вт - уп =1, (111) 
> 


куда заключаемъ, что уголъ между нормалью къ плоскости опоры 
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и равнодЪйствующей есть нуль, т. е. Р должна быть направлена 
перпендикулярно къ этой плоскости. Величина равнодЪйствующей, 
какъ показываютъ урр. (109), можеть быть произвольная. лишь-бы 
она была направлена перпендикулярно къ плоскости (1, 20. ®), въ ето- 
рону невозможныхь перемфщенй. Подставляя въ (108) значеня 
А, Б.С изъ (104), мы получаемъ: 


т (2,ХА — У72) — (и, ХА — ХЛу) =0, 
и (ХА — ХА) — (АХЛ — УЛ2)=0, (112) 
(УХЛ — ХЛу) —т(жхА — Уля =0, 


откуда видимъ. что одна изъ точекъ приложеня А имфетъ коор- 
динаты 


УАх УЛу __ УЛа 


2 == -5— = ный 
о Ул’ УХ, ° А’ 


(113) 


ибо эти величины удовлетворяютъ уравненшямъ лини точекъ прило- 
жения (112). Сравнивая выраженя (113) съ (25) мы замфчаемъ, 
что точка приложен!я силы Ё опредЪляется, какъ центръ параллель- 
ныхЪ силъ, приложенныхъ къ каждой точкЪ площади опоры. Но такъ 
какъ центръ параллельныхъ силъ не можетъ очевидно лежать въ сторонЪ 
отъ вофхъ ихъ точекъ приложеня, если веЪ силы направлены въ 
одну сторону, то заключаемъ, что точка приложеня силы Р’ или что 
все равно, силы—ХЛ, не можеть лежать по одну сторону отъ веъхъ 
точекъ контура площади опоры, а должна помфщаться внутри онаго. 


Важдая изъ безчиеленнаго множества величинъ А, входящихъ 
въ выше приведенныя условля равновЪс1я подпертаго твердаго тзла, 
представляетъ собою, какъ было объяснено въ предыдущемъ парагра- 
фЪ. давлене соотв тетвующей точки плоскости опоры на твердое тЪло. 
Для каждой изъ системъ взаимно уравновфшивающихся силъ, призо- 
женныхь къ одному и тому-же подпертому твердому тфлу, величины 
давлен!й Л будутъ различны, и для каждаго соотвЪтетвеннаго случая 
опредфлятся изъ урр. (104) и (105) въ функщи данныхъ величинъ 
А, Б...Г,М.... Но легко замЪтить, что упомянутыя уравнен!я по- 
служатъ къ опредфленю не каждой изъ безчисленнаго множества 
величинъ Л, а только функщ!й отъ этихъ величинъ такого вида: 


Ул, Ум, У,  УЛа (114) 


т. е. соотвЪтетвенно величины равнодЪйствующей давлений и (по (113)) 
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координатъ ея точки приложения въ плоскости опоры. При этомъ 
три послфдюя изъ функций (114) связаны между с0бою тЪфмъ усло- 
вемъ, что координаты 5, у, 2, входящя въ нихъ, принадлежать точ- 
камъ, лежащимъ въ одной и той-же плоскости опоры. Если мы 0603- 
начимъ черезъ й длину перпендикуляра, опущеннаго на эту плоскость 
изъ начала координатъ, то очевидно, что *) 


[2 - ту - иг==й, (115) 

откуда: 
Ух -- тУЛи —- пХЛа ==ЙХА. (116) 
Такимъ образомъ, урр. (104) и (105) разбиваются на двЪ группы: 


одна группа, получаемая исключенемъ изъ этихъ уравненй величинъ 
(114), представится тремя уравненями: 


А: БВ: С ==Е:т: п, 
АГ -- БУ СМ 0, 
н выразитъ услов1я равновЪе1я данной системы спаъ. Другая группа, 
вмфетЪ съ (116), опредЪлитъ величину и точку приложеня равно- 
дЪйствующей давленй слъдующимъ образомъ: 
У —=— 4? -- 62 + 02, 
УАЛх —пМ—пМ — 44, 
Лу == и — (М — БА. (118) 
УЛа —= ИГ—т[, — (4. 


(117) 


Такъ какъ урр. (118) опредЪляютъ сумму безконечно большаго 
числа различныхъ величинъ Л, какъ нЪфкоторую конечную величину, 
то мы заключаемъ, что каждое слагаемое Л изъ суммы УЛ должно 
быть безконечно малымъ. СлЪфдовательно, на каждый безконечно ма- 
лый элементъ площади опоры величина давления тоже будетъ безко- 
нечно мала, но настолько, что складывая всБ безконечныя малыя 
давлен1я всфхЪъ элементовъ данной плоскости опоры, мы получимь 
конечную сумму УЛ. Такимъ образомъ, данное давлене мы можемъ 


*) Дъйствительно. если р будетъ разетоян!е какой либо точки (5,у,2) пло- 


ый 2 2 . 
скости отъ начала координатъ. то . ый . будутъ косинусы угловъ лими ( 
о 


съ осями координатъ, и с03 (0.й) — ‘- + т ” +» —} но съ другой стороны оче- 
м | | 


й 
видно. с0$3 (0.й) = —; елЪдовательно. [г + ту + п = 1. 
б 
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всегда разсматривать, какъ сумму безконечно большаго числа давле- 
ий на безконечно малые элементы площади поверхности опоры. Вакъ 
величина каждаго изъ такихъ элементовъ площадей, такъ и величи- 
на давлен1я на него, могутъ быть выбраны совершенно произвольно, 
лишь-бы сумма элементовъ представила данную площадь, и сумма о- 
отвЪтетвующихь давлен!й — давленше ХА, приложенное къ точкъЪ, ко- 
Ух ХЛу УЛ 

ординаты которой суть У о т 6. вмЪето суммы да- 
влешй приложенныхь къ различнымъ точкамъ плоскости опоры, мы 
можемъ разематривать сумму давленй, приложенныхъь къ различ- 
нымъ безконечно малымъ элементамь площади этой плоскости. Но 
такъ какъ упомянутые элементы площади могутъ быть нами выбра- 
ны меньше всякой данной величины, то наше представлен!е о давле- 
нахЪъ, какъ о силахъ, распредъленныхъ по различнымъ точкамъ при- 
ложеня, мы можемъ виолнЪ отождествить съ представлещемъ о си- 
лахъ, распредфленныхъ по различнымъ элементамъ поверхности, и 
при томь различныхъ для различныхъь элементовъ. Но для различ- 
ныхъ частей одного и того-же элемента давлеюшя могутъ быть раз- 
сматриваемы какъ одинакия. 


Въ тому-же самому способу представлешя о распредъленш да- 
влешй по элементамъ поверхности мы приходимъ также на основа- 
щи слфкующихъ разсужденш. Самое простое изъ вофхъ распредфле- 
н1й давленй, какое только мы можемъ себЪф представить, будеть оче- 
видно равном рное, т. е. такое, при которомъ къ каждой точкъ 
поверхности приложены одинакя силы. При равномфрномъ распре- 
дфлешш, давленя на равныя, произвольно выбранныя части поверхо- 
ети, будутъ одинаковы, и давлене р на каждую единицу поверхности 
опредЪлится, какъ частное 


—= р, (119) 


тДЪ © есть величина той части площади поверхности опоры, къ 
которой приложено давлеюше Ул. СлЪдовательно, давлен1е на какой 
либо безконечно малый элементъ поверхности, величины (©, будетъ 
раб, причемъ величина р для каждаго изъ элементовъ поверхно- 
сти будетъ очевидно одна и таже. При всякомъ иномъ, перем н- 
номтъ распредзлени давленй, услов1е равенства давлен1!й на любыя 
равныя части поверхности не удовлетворяется. Но въ такомъ слу- 
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чаЪ мы можемь разбить площадь данной поверхности на произволь- 
ное число частей, и на каждой изъ этихъ частей вообразить се0бЪ 
такое равномЪрное распредЪленте давлен!й, что ихъ суммы для каж- 
дой изъ частей будутъ равны результирующимъ данныхъь давлений, 
дЪИствующихъ на эти части. ЧЬмъ меньше мы выберемъ упомянутыя 
дЪлен1я поверхности, тфмъ ближе комбинаця воображаемыхъ различ- 
ныхЪъ равномЪрныхъ распредъленй давленй будетъ подходить къ 
данному распредъленио давлен!й, и будетъ наконецъ отъ этого по- 
селъдняго отличаться безконечно мало, если площадь поверхности мы 
разобъемъ на безконечно большое число безконечно малыхъ элемен- 
товъ. Такимъ образомъ, въ предфлЪ мы можемъ представить себЪ 
всякое распредЪлене лавлешй по данной поверхности, какъ рядъ 
равном$рныхъ давленй различной величины, приложенныхъ къ каж- 
дому элементу поверхности: при этомъ величина давленя на какой 
либо элементъь 40 поверхности можетъ быть представлена вЪ видъ 
раб, гдЪ р имЪетъ тоже значен!е, что въ (119), только для каж- 
даго элемента различается по величинЪ, и предетавляетъ, очевидно, 
то давлен1е, которое имЪло-бы мЪето для единицы поверхноети, если 


. 1 
оы на каждый изъ чиела 9 ея элементовъ производилось одно И 


тоже давлен!е 7245. Величина р можетъ быть названа силою или 
напряжен1емъ давлен1я въ данномъ элементЪ поверхноети. 
Понят!е о напряженш давленя относится очевидно къ понят1ямъ да- 
влен1я и площади, какъ понят!е скорости--къ длинЪ и времени. 
Наименован1е единицы силы давления явствуеть изъ ниже 
елЪдующихъ соотношений, вытекающихъ изъ (119): 
един. давл.  дина грам. 


т (120; 


ел. сил. давл. = - — > = 5 
един. площ. цен сек.” цент. 


Итакъ, полагая, на основаи вышеприведенныхъ соображен!т, 
для каждой точки поверхноети опоры, или, что вее равно, дая каж- 
даго элемента этой послЪдней, 


Л =раб, (126) 


мы получимъ, на основами (118), слЪдующия уравнентя дая опредф- 
леня безчиеленнаго множества различных величинъ р для различ- 
ныхь элементовъ данной плоскости опоры: 
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Хра5 == — у 42 + В? -- (°, 
Хрлаб = т№М —пМ — Аф, 
хруав = иЁ — ИМ ВВ, (122) 
Ургав = М — т - СА, 


гдЪ суммы лЪвыхъ частей берутся по всфмъ элементамъ поверхности. 
Очевидно, что четыре уравненя (122) не могутъ опредфлить веего 
безконечно большаго числа величинъ р, и что мы можемъ предетав- 
лять ©ебЪ произвольно то или другое распредълене напряжен!Й дав- 
лен1й по элементамъ поверхности подъ однимъ лишь условемъ, что- 
бы каждое изъ такихъ произвольно выбранныхъ распредъленй удов- 
летворяло уравнешямъ (122). 


\4/__ г 


Разсмотримъ теперь, какя можно сдфлать самыя проетыя пред- 
положення о распредЪлени силъ давлей на данной площади, при 
вышесказанныхъ услоняхъ. Простъйшее предположен!е очевидно 0у- 


детъ то. что величины р для каждаго элемента поверхности однЪ и 
т же, т. е. что 


=, (123) 


ГД р, есть н$которая постоянная величина, не зависящая отъ того 
или другаго положеня элемента 45. Въ такомъ случаЪ, помня, что 
У45 = 9, ГДЪ © есть величина площади поверхности опоры, мы бу- 
демъ имЪть: 


УХрав = рохаб = рою , 
Урхаб = руда, Уруа5-=р,ХуЧ8, ХУргав == рьхгаб. 


Величины 


(124) 


Удлаю,  %№уа5, Угав 


имфютъ для данной площади опредъленныя геометрическая значеня, 

не зависящ1я отъ того или другаго предположешя о распредЗлешя 

давлений. Именно, легко видЪть, что, для всякаго равномЪрнаго рас- 

предълен1я массъ по элементамъ данной поверхности, координаты 

а, 6, с центра инерши этихъ масеъ опредфляются какъ 
__ Ужа5 в Хуа5 о) 


“= уаз = 548 = 595’ (125) 


266 Глава Ш. А) СТАТИКА ТВЕРДАГО ТЪЛА. $ 43 


при чемъ точка (а,0,с) очевидно опредфяяетея вполнЪ формою и 
величиною данной площади, и носитъ назван!е центра инерши данной 
площади. На основан!и (125), уравненя (124) принимаютъ видъ 


храв = роб. 


. о (126) 
Урха5 —=рва, Уруаб = р,9в. — ХУрг@б =рьбе. 
Внося величины (126) въ урр. (122), мы получаемъ: 
р, = — УЕ В С: 
роса =тМ№ —пМ — АЙ, 
(127) 


2086 = ИБ ИМ — ВБ, 
р,вс == ПТ— тр — СВ, 


изъ которыхъ первое опредЪляетъ 7%. а три остальныя даютъ усло- 
в1е, удовлетворяемое данными величинами А, Б, С, Г. М, №, 5, 
й, а. 6. с, для случая, когда предноложене о равномфрномъ распре- 
дълевши давленй можетъ пмЪть мЪето. Смыелъ этого условия наиболъе 
очевиденъ изъ урр. (113), которыя даютъ намъ для даннаго случая: 


1 =а, %=6, 4=6, (128) 


откуда заключаемъ, что равном$рное распредфлене давленй только 
тогда возможно, когда равнодЪйствующая приложенныхъ силъ про- 
ходитъ черезъ центръ инерщи площади опоры. Для того, чтобы это 
услов1е удовлетворялось, данная система силъ должна удовлетворять 
уравн. (121). Въ противномъ случаЪ равномфрное распредфлене 
давлен!й не возможно, и мы должны дЪФлать нашъ выборъ между 
различными перемфнными распредфленями. 

Для большей простоты послЪдующихъ разсуждешй, мы выберемъ 
начало координатъ въ плоскости опоры, и ось 2-овъ — перпендику- 
лярно къ этой посльдней. Тогда очевидно: 


[— 7 — 0, и я —1, 


велЪдетв1е чего уравнен1я равновЪея, (104) и (105), превращаются въ 
А=0, В=0. С-+ЕУЛ=О0, 


(129) 
Г. — У\у=:0, М+ум-=0, М=0, 


уравн. (113)— въ 


Ухрхав Уруаз 
Ув — ут‘ Я — у 48‘ 2, = 0 
Ура в раз 


| (130) 
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а уравн. (122) —въ 


хХраь --= — С, 
(131) 
хрхаб = —М. ХУруаб ==Г 
0—0. 


Въ случаЪ простЪйшаго, т. е. равномфрнаго, распредълентя дав- 
лен. мы будемъ имЪфть изъ (131): 


Г Г 
Ро — — © . №о@ = — из 3 роб — © , (132) 
ЧТо Возможно, ТОлько когда удовлетворено условте 
И Г 
— = -- 133 
С [1 |, (193) 


Въ противномъ случаЪ ф должно быть перемъннымъ, т. е. имЪть 
различныя величины для разныхъ элементовъ; другими словами, 7 
‚должно зависфть отъ положения этихъ элементовъ; а такъ какъ по- 
ложен!е безконечно малаго элемента площади опредъляется коорди- 
натами той точки, около которой этотъ элементъ расположенъ, то 
мы заключаемъ, что 12 должно зависть отъ координатъ точекъ плос- 
коети опоры, т.е. представляться функц!ею этихъ послднихъ. Про- 
стъйшая зависимость отъ координатъ хи 4, которыми отличаются 
элементы плоскости опоры другъ отъ друга, можетъ быть предполо- 
жена въ формЪ простой пропоритональности (линейной фориЪ), и 
представлена въ видъ: 

= р - ах Ву, (134) 
ГДЪ ро. «, В суть нЪкоторыя постоянныя величины, независимыя от\ 
координатъ. Выражене (134) равносильно тому предположеню, что 
сила давлен1я для различныхъ точекъ убываетъ или прибываетъ про- 
порц!онально ихъ разстоянямъ, въ ту или другую сторону отъ нъ- 
которой прямой линш. ДЪйствительно, полагая 


«-— #030, == ЗШО, (135) 
ГДЪ 


мы проведемъ черезъ начало координатъ (рис. 
13) нЪкоторую прямую ОА, подъ угломъ ф съ 
осью 2-0въ, и изъ разсматриваемой точки 
(х, у) опустимъ перпендикуляръ на ОД; тогда 
Рис. 13. легко показать, что длина лини ОН, т. е. 
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разстоян1е й точки (2, у) оть прямой 7, проведенной черезъ на- 
чало координатъь и перпендикулярной къ О.А, будетъ 
1 — соо - узао. 
откуда 
ил Ву=А и р=ыь- РВ, (135) 


ГДЪ й для различныхъ точекъ различно, и представляетъ разетоян!е 
соотвфтотвующей точки отъ извЪетной прямой, проведенной через 

начало координатъ. Давлене, распредфленное по вышеприведенному 
закону, называется равномЪрно изм няющимся, или сгиба- 
ющимъ давлен1емъ; при чемъ величина А, по отношен!ю къ дав- 
лен!ю 7, играетъ очевидно туже роль, какъ ускорене—по отношению 
къ скорости равномЪрно ускореннаго движешя. Дия 9 носитъ 
назван!е средней или нейтральной оси; на каждой изъ лин, 
параллельныхъ этой оси, величина силы давлешя остается очевидно’ 
одна и таже. Величина силы давлешя кромЪ того зависить только 
отъ направления нейтральной оси, но не отъ ея разетояня отъ начала 
координатъ. ДЪйествительно, будемъ считать разстояня Й’ разныхъ 
точекъ отъ нфкоторой другой лини, параллельной ии и находящейся 
на разстоянш Й, отъ этой послфдней. тогда очевидно, #' = — № и 


РЕ), 
или обозначая (136) 
Р-Р, -г №, 
гдЪ ро есть очевидно постоянная величина, имЪфемъ: 
р— Ву -- Ем; (137) 


т. е. видимъ, что, съ перенесемемъ оси 7 параллельно самой себЪ 
въ разныя точки плоскости, измЪъняетея только величина постояннаго 
давленя 7,, съ которымъ сравниваются давлешя въ остальныхъ 
точкахъ. 

РавнодЪйствующая давлешй на данную площадь опредЪлитея, 
при равномфрно изм$няющемся распредзлеши, такъ: 


Ураб = роха5 -- «уха -- ВУуа8 
— 2,9 -- (ва - 80) 5; 


но, обозначая черезъ й, разстоян1е центра инерц!и площади отъ ней- 
тральной оси, и помня, что очевидно 


аа -- 6 =, (139) 


(138) 
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МЫ ПОЛУЧИМЪ: 
храв == 5 (2%); (140) 


или, если будемъ считать разстояшя отъ оси, проходящей черезъ 
центръ инерщи и обозначимъ черезъ Р, силу давлен!я на этой оси: 

ХраБ -= Ро; (141) 
т. е. величина равнод $ ЯИствующей давлений равна си- 
лЪ давлен1я въ центрЪ инерц!ин данной площади, умно- 
женной на величину площади, или: сила давлен1я въ 


центр инерц1и площади есть средняя изъ силъ дав- 
лен1й на восЪхъ ея элементахъ. 


Обращаясь далЪе къ моментамъ давленй, мы найдемъ, что суммы 
Хрта5 и Хру@5, въ случаЪ равномфрно измняющагося распредЪле- 
шя, предетавятся въ вилъ: 

хрхаБ -= раб -- аХлла5 -- ВУхуав , 12) 
ру — рб б + ахлуаб -- ВУу?ав. 
Суммы 

Раб, 545, Ужуав, 
которыя мы будемъ обозначать соотвЪтетвенно черезъ 
а, Н, В, 


зависятъ очевидно лишь отъ геометрической формы и размфровъ дан- 
ной площади. Изъ нихъ первыя двЪ сумиы носятъ назваше момен- 
товъ инерцуи данной площади, соотвЪтетвенно около осей х-овъ 
и уовъ. Для большей ясности послздующаго изложеня раземотримъ 
здЪеь нЪкоторыя изъ главныхъ свойствъ моментовъ инерции. 


Е « 
—ж——— 
с „т ®& 


Съ измфненемъ положения осей координатъ м$фняются очевидно 
и величины моментовъ инерц! около этихъ координатъ. Найдемъ 
законъ этого измфненя. Предетавимъ себЪ двЪ системы осей коор- 
динать ОХ, ОУ и ОХ', ОУ, проходящихъ черезъ одно и тоже на- 
чало, обозначимъ уголъ между осями ОХ и ОХ! черезъь 4; коорди- 
наты какой либо точки „4, относительно первыхъ осей, пусть будутъ 
т, у, а относительно вторыхъ, 2, у. Тогда легко видъть, что “) 


м— а 


*) См. приифчан!е къ Форм. (152) ниже. 
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д’ — 260$ $ — уз 9, 
| | (143) 
у! — хзш 9: — Ис08 9, 


велЪдетв1е чего находимъ, что 
Уд2аВ == 60$ 29. Ула5 -- эт? 3У?а5 — 2 яп 9. соз $Ухуа5 
ит. д. Или вообще, обозначая черезъ а", Ы', В' величины, въ кото- 


рыя превратятся суммы @, Н, В, взатыя по НновымЪ осямъ, мы 
находимъ: 


С! — (1 с03 23. + Нзш?3 — 28 е05 9. 3т 4, 
Н' = 9312$ + Неоз?3. + 28 е08 9 зш $, (144) 
ПД! = (<— Н)е08 $ зщ 9 -- В (60$ "9. — эт 29), 
откуда замфчаемъ, что 
Яя+ Н'=а+Н, (145) 
т. е.. что сумма моментовъ инерщи, относительно всякихъ двухъ 


взаимно перпендикулярныхь 06ей, остается одна и таже. ВромЪ того 
изъ тЪхъ-же выражений (144) мы видимъ, что 


ЯН! — В? = @Н-- В?. (146) 


Съ измфненемъ величины угла $ величины С’ и Н' измЪняются, но 
такъ какъ ихъ сумма @Я'- Н' остается одна и таже, то, при наи- 
большей величинЪ С’ величина НЫ’ дЪлается наименьшею, и на 000- 
ротъ. ВромЪ того ясно, что когда а’ и Н' достигаютъ соотвЪтотвенно 
своихъ наибольшаго и наименьшаго значенй, то для соотвЪтетвую- 
щаго угла $ величина д” — Н' дЪьлается наибольшею, а также и ве- 
личина (а’— Н')*. Но такъ какъ 


(Си — Н'? = (22 ни Н’}? — СН 


и (<'- ВН)? постоянно, то (4' — Н')? дЪлаетея наибольшимъ, когда 
С’ Ш дълается наименьшемъ, или такъ какъ, по (146). 


ЯН—=аН— № + В», 


то Я'Н’ дЪлается наименьшимъ, когда А’? дЬлаетея нанменьшимъ. 
Но наименьшая возможная величина для А”? есть нуль, какъ это 
видно изъ (144), ибо А”? можеть быть нулемъ. СлЪдовательно, при 
В' =0, разность между а'и Н' будетъ наибольшая изъ воЪхъЪ воз- 
можныхъ. и мы можемъ стало быть найти всегда пару такихъ осей, 
проходящихъ черезъ одно начало, для которыхъ величины С" и Н! 
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будутъ соотвЪтетвенно наибольшею и наименьшею, или наоборотъ. 
Так1е моменты инерши называются главными, а соотвфтетвующя 
оеи—главными осями инерции. Уголъ 9... опредфляющий поло- 
жене главныхъ 0сей инерщи относительно данныхь ОХ и ОУ. 
находится изъ послЪдняго уравн. (144), въ которомъ должно по- 
ложить А = 0. Изъ этого уравненя мы имфемъ: 


с0 Ч зщ 9 1 29 В 
щи р — А = — =, 
08 2}, — 3124, 2 и. < —Н 
Самыя величины, главныхъ моментовъ инерщи С, и Н,, опредъ- 
ляются по даннымъ @, Н, В изъ (145) п (146), которыя превра- 


шаютея въ 
@+Н=с+В, @Н=6Н-— 82. (148) 


и, будучи рёшены относительно С, и Н,, лаютъ: 


в. = (+ не нН+№, 
(149) 


1 у ИТ 9 р 
Н.Н ен в. 


Наоборотъ, если величина главныхъ моментовъ инерщи и поло- 
жене главныхъ 0сей извЪетны, то величины Са. Н, В для любой 
пары взаимно перпендикулярныхъ осей, образующихъ уголь 9 съ 
главными осями инерцш, опредфаляетея по (144) такимъ образомъ: 


С — С, с08 4. -- Н, зт 24. , 
Н= @, зт ?$ + Н, воз? , (150) 
В =(С, — Н,) с 0$ 9 зт3. 

Предположимъ теперь, что мы имфеть двЪ системы осей, парал- 
лельныхъ другъ другу, но проходящихъ черезъ разныя начала Ои О". 
Воординаты одной и той-же точки, относительно той и другой системы 
осей, обозначимъ соотвфтетвенно черезъь ху их’ у", а также и мо- 
менты пнерци— черезь @, Н, Ви б" Н" В". Тогда очевидно: 

И | 
х=#-+4, У=У-У, 


ГДЪ 2 иу, суть координаты точки О относительно начала О". Легко 
зат$мъ видЪть. что 


Уха = Улаь -- 2х,Ухаб ху 8 
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ит. д., или, называя черезъь @ и 6 координаты центра инерщи пло- 
щади © относительно начала О: 


Ч" —= ах — жаб, 
Н' = Н-у,?5 + 25.65, (151) 
В = В тж, (жа + 90) 5. 


Если О совпадаетъ съ центрами инерцш, то а=6=0, и 


4—4 <) 5, 
Н'—=Н+у?5. (152) 
В'= А-хуо, 


откуда видимъ, что моменты инерции, Си РН, около осей, проходящихъ 
черезъ центръ инерцщи, будутъ всегда меньше соотвЪтетвующихъ мо- 
ментовь около осей параляельныхъ первымъ, но проходящихъ черезъ 
другое начало. 

Предположимъ теперь, что данная плоскость не совпадаетъ ни 
съ одною изъ плоскостей координатъ, и опредълимъ для этой плос- 
кости величины суммъ 


Хаб, 4/49, 5249, %,У4у24б, Уллаб, Удчаб, 
которыя назовемъ соотвЪтетвенно черезъ 
<, Н, ы, РВ, 0, В, 


зная величины С’ Н' А! относительно прежнихъ осей координатъ, 
совпадавшихъь съ плоскостю. Если мы имфемъ координаты 5, у, 2 и 
д’, у', 2' одной и той-же точки относительно двухъ различныхъ сис- 
темъ 0сей координатъ, проходящихъ черезъ одно и тоже начало, то 
вообще ”) 


Х — 2! с0$ (5,2) РУ с03 (у, + 2' с0$ (2',%), 
у =- ' 60$ (2',4) -- У с0$ (у’.у) + 2' с0$ (#',у) , (152) 


# = с0$ (2',2) + 9 ©08 (9'.2) - 2! е0$ (2',)е. 


*) Дъйствительно, одно и тоже разстоян{е данной точки отъ начала есть геоме- 
трическая сумма ея координатъ по той или другой систем$. Слдовательно., дв 
геометрическ1я суммы, х уг их" У 2', равны между собою. Если такъ, 
тои проложен1я обзихъ суммъ на всякую лин1ю равны другъ другу. Пролагая теперь 
эти сумиы на лини т. у. 2, и помня, что соз (5.У) — 0$ (9.2) = е0$ (5,2) = 0, мы по- 
лучимъ непосредственно выражен1я (152), и въ частномъ елуча —выраженля (143). 
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Въ нашемъ случаЪ мы имфемъ 2' = 0: слЪдовательно: 
= — НУ’, 
У == -- ку. (153) 
= у’, 
гдЪ значен!е м,...%,...,... по сравненю съ (152) очевидно. Еели 
начала обфихъ системъ координатъ не совпадаютъ, то, обозначая че- 
резъ 2%, %/,. 2, координаты стараго начала по новымъ осямъ, имфемъ: 
Хи —х,, 
и— я" -- у У, (154) 
== у -&,. 
На основани этихъ соотношен1й легко найдемъ, что 
С неа" и Н'- Эви, В'-- 2,29 (ва' -- и’) бх,, 
Н = в? 6" в, Н' — ЖЕ -- у? 5 - (вла! + в) Бу, , 
= 024" 2 Н'-- 26, В! 2,25 + (в1а' + №.) 2, 
Р = 6.0.6" въ, НЫ! -г (616, вл) ВР 2,5 
 [2° (ва' Е 0,6’) + у (ва! в") 5 
О — ив. а" ню, НЫ! - (ив, - ив.) В х2.5 
НН [о (ва + 6,6) 2 (ща' и.) 5, 
В = 01 а! + си, Н!-- (ви, -- ви) В'-- ух 5 
и, ба + и, -- 2, ла! -- 5,6]. 
Предыдущия выражен!я значительно упрощаютея, когда старыя 
координаты отнесены къ центру инерции данной площади, какъ нача- 
лу, икъ главнымъ осямъ инерции, ибо тогда’очевидно, В! = а' = 6' = 0, 


гдз а и б’ суть, какъ и въ (155), координаты центра инерши по 
старой системф. 


е щ/ @ 
_-=— —— д 
&« /х в 


Возвращаясь теперь къ распредЪлен!ю давлен!й по площади 
опоры, мы видимъ, что, при равномЪрно изм5няющемся распредълеши, 
величины силь давлений будуть извЪетны, если мы опредфлимъ три 
постоянныя величины 7, ©, В. Подставляя величины Храб, Урхаь, 
ХрУЯ5 изъ выражен (138) и (142) въ уравнешя (131), мы 

18 
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Нахолдимъ: 
р, — 2 — 36} 8 —_—0. 
Г (156) 
рая 2 9’ —= МУ, — — «И . 
рр -- «В ЗН=Ё, 
откуда получаемъ. 
__ В) тли) — С(иН--08) 
* — (ПП — 9465 —(@— 4” (НР 25) ) 
м _ ЛЕ В — 405)  ма-и 25) — 9 (1 —-ч В) (157 
Го (В — 65) — (6 — @*5)(И-— №5) `` 
— (о ГВС — В) — ИВ —@Н) -- (1102 — ИН — 2461} } 
РЯ В 65—95 


Еели начало координать выбрано въ центув инерщи данной 
плошади п координаты параллельны главным огямъ пнерциь та 
а=р=-А-=0. 1 

(8. И с 1 
= —- Е д. 5= . (158 
1 (! 5 7) т 4 И } 
Еели илоекоеть опоры не совпадаеть ни ©ь одною изъ плое- 
коетей координатъ, то мы доажны положить: 
р== р, = яж - Зу + \а. (158)а 
Затъмь полагая 
УВ == а, ХУЧБ--Му,., У245--= 95, 
УР -=@а, №/45=Н, У2745-=4, (158) 
УугЧ == Р, Узда ==, 5 В, 
мы найдемъ. что доажно быть: 
^, ___ ‚ (и, } рр Су 
раю - - |1. -- 24, — РУо -- 2 ю. 
Урда - - ря ВВ +10, —_ 
| (158): 
УруЧМ = ру.я р аВ-ЗИ -- ЧР, 
ХргЧ5 == реб - я - ВР + <. 

Вставаяя эти величины въ уравненя равновЪя (122), мы 
опредфаимъ коеффименты р. а, В, у, при чехль однако величины 
я, 8, 1, не оетаютея независимыми другъ отъ друга, но, на основаши 
(116), связаны уравненемъ: 

[Урда - = тХруЧ У —- ихрёЧ5 — Пур. 
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которое, ветбдетв!е (158)с. превращается въ 
ЖИР и0) 


. ] . 159 | 
ВИ --авН иР) ) 


ТУ у мР -—- иу) 15 (же, — у, 2). 


Такимъ образомъ мы ВИДИМЪ, ЧТО Дяя 1ю00й системы взаимно урав- 
новъшивающихея силъ. приложенныхъ къ твердому тфлу, подпертому 
даниою площадью, мы можемь найти соотвфтетвующее равномЪрно 
измьнающееся распредЪлен!е силъ давлешй опоры на элементы опи- 
рающейея поверхности. Эти распредъаеная, для различныхъ системь дан- 
ныхъ силъ, будутъ разнитьея между собою величинами Ро, @, 8. Если 
найдено давлен!е р опоры на тёло, то наоборотъ, давлене тЪаа на 
опору будетъ— р, и распредфлитея очевидно точно такимь-же обра- 
зомъ, какъ р. 


Если твердое тЪло опирается нфеколькими плоскостями на раз- 
тичныя опоры, то уравнен!я равновфетя будуть имБть ВИЛЪ: 


% 
а СА ГУМ ГУ ...-0 р 
В ту л ви УМ. ..--0 
СЁ их Ум ту... .--0, (159) 
о 
[-- ха — нуу Вим — тн. -==0, 
«И-- нуля — РАа- Ум — и... 0 


М - (Лу — те РМ — т... 0 


) 

ГДЪ число членовъ, водержащихь множители Л, ^'..., и относящихся 

къ различнымь плоскостямъ опоры, вообще боле, нежели число урав- 

ненй. АромЪ того члены, юдержащ!е множители А, /'..., евязаны 

между собою уравненями (116): 

Аж -- тУМу + их ХА, | 
. и т. д. (160) 
ро уу у —=Ул!, 

которыхъ дбудетъ столько, еколько дано различныхъь плоскостей опоры. 

Такимъ образомъ, если чиело плоскостей опоры будеть №, то число 

различных вуммъ, содержащихь множители 7, ит. д., будеть 

+, а чиело уравненй (159) и (160) будеть М--6. Если изъ этихъ 

уравненИ возможно составить одно или нфеколько, не содержащихъ 
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величинъ Л, то тамя уравнения и представять уеловя равновъегя 
приложенной системы силъ. Въ противномъ случаЪ, равновЪе!е дудету 
имЪть мЪето при всякихъ силахъ, если только веъ 7 будуть соот- 
вътетвенно отрицательныя или нули. Такъ, для двухъ различных 
плоскостей опоры услов1е равновЪе1я получится выключешемь Ух 
и УЛ изъ первыхъ трехъ уравн. (159), и предетавитея въ вилъ: 


А{(ти' — ти) = БГ — и?) - С@ш —[т\-=0. (161) 
при чемъ 
- т — Ат  Ат—Ы 
РА у у о, (162) 
[т — бт < С [т —Гт 


Для трехъ поверхностей уеловя равновъея выразятся только 
неравенствами, ит. д. 

Что касается до распредъленя давленй по плоскостямъ опоры. 
то мы знаемъ, что для его полнаго опредъленя нужно знать для 
каждой площади четыре величины: УХА, УАх, ХЛу, Ул2; НО уже въ сл) - 
чаЪ двухъ плоскостей, для опредЪлен1я 8-ми неизвЪетныхъ, мы имЪемь 
только 7 уравнений (т. е. урр. (159) и (160), за искаюченемъ урав- 
нен1я равновЪе1я (161)). СлЪдовательно, распредълен!е остается не 
вполнЪ опред$леннымъ. 


ем 
——=—-— ———ч 
а /*\ 


% 


Если тфло не имфетъ возможности перемфщаться ни въ какую 
сторону, ‘перпендикулярно къ плоскости опоры, то величины А, вхо- 
дящ1я въ услов1я перемфщен (80) и (81), должны быть равны нулю. 
велЪдетве чего условия (85), опред$ ляющя знакъ у Л, т. е. направление 
силъ сопротивлен1я или давлен1я опоры на тЪло, не будутъ имЪть 
мЪота, и знакъ у каждаго изъ А можетъ быть -- или —; т. е. дав- 
лене опоры на тфло можетъ быть направлено въ ту и другую сто- 
рону по нормали къ ея поверхности. Сила сопротивленя плоскости 
опоры, направленная отъ плоскости внутри объема, занимаемаго тъ- 
ломъ, называется давлен1емъ по преимуществу. Сила сопротивле- 
н1я плоскости опоры, направленная отъ плоскости наружу отъ объема, 
занимаемаго тъломъ, называется тягою или натяжен1емъ. Тяга 
есть очевидно отрицательное давлене, и наоборотъ. Давленю или 
тяг$ опоры на твердое тЪфло очевидно соотвЪтетвуютъ равный и 
противоположныя давлене и тяга твердаго тЪла на опору. Величины 
давления и тяги, отнесенныя въ данной точк% поверхности къ еди- 
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ницф паощади, будутъ называться силами или напряжен!ями 
плавления или тяги (натяженя) въ соотвфтетвующей точкЪ. Вакъ дав- 
зен1я, такъ и натяжен1я принадлежать къ такимъ силамъ, которыя 
мы представляемъ себЪ распредъленными на каждый элементъ поверх- 
ности и которыя можно обозначить 060бымъ назвашемь усилий. 
Давлен1я и натяжен:я, дЪйствуя всегда въ ту или другую сторону по 
норзмалямъ къ поверхности, могутъ быть обозначены, какъ нормаль- 
ныя усилия ”). Если нормальное усиме распредфлено по поверх- 
ности равномфрноперемнно, то оно называется сгибающимъ 
усилтемъ, т. е. соотвЪтетвенно—сгибающимъ давлентемъ, 
или сгибающимъ натяжентемъ. 

ЦДая случая, когда твердое тЪло могло-бы не только давить 
на плоскость опоры, скользя по ней, но и тянуть ее, условля рав- 
новЪеая приложенныхъ силъ будутъ выражаться тфми-же самыми 
уравненями (104) и (105), при чемъ однако 


разлнчныя о (163) 


Изь этихъ уравненй мы видимъ, какъ прежде, что система 
данныхъ силъ должна имЪть одну равнодЪфйствующую перпендикуляр- 
ную къ плоскости, но направленную въ любую сторону по нормали. 
Точка приложен1я равнодЪйствующей опредфлится уравненями (113). 
въ которыхъ л5выя части могутъ быть выражены черезъ данныя 
силы изъ (109) и (118). Но такъ какъ величины Л могутъь быть 
при этомъ и положительными, и отрицательными, то центръ параз- 
лельныхъ силъ, паправленныхъ въ разныя стороны, не будетъ необ- 
ходимо лежать внутри площади образуемой точками приложеня этихъ 
‘илъ, какъ въ случаЪ, когда знаки у воЪзхъ Л одинаюе. Распредз- 
лене напряженй нормальныхъь уси можеть дая веякихъ данныхт 
‚ить, и въ этомъ случа, быть выражено формулой (15+), гдЪ р для 
разаличныхъ точекъ можеть быть отрицательнымъ и положительнымъ. 

Наконецъ, если твердое тЪло неизмфннымъ образомъ скрилено съ 
данною плоскост1ю какою нибудь частю своей поверхности, или тремя 
точками, то оно остается всегда неподвижнымъ, и всякая система при- 
ложенныхъ къ нему силъ будетъ оставаться въ равновЪеи. Въ такихъ 
елучаяхъ можно разсматривать данное тЪло, какъ совершенно свободное, 


“) Обозначен1е распредфленныхъ по элементамъ поверхноетей силъ особымт 
терминомъ (517658) было введено въ первый разъ Вапкте’омъ. 
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къ которому съ одной стороны ириложена данная система силь. ась 
другой— уравновъшивающия ее силы сопротивленя илоскости. Эти 
послфдня въ свою очередь очевидно могутъ быть разбиты на двЪ 
системы силъ: однЪ перпендикулярныя къ плоскости, т. е.— нормаль- 
ныя давления или натяженя, и друпя, параллельныя плоскости. Силы 
сопротивления, параллельныя плоскости скр5плента. могутъ быть пред- 
оставлены распредъленными на каждый элементъ поверхности, и явятел 
такимь образомъ усимями, которыя, въ отлиЧе отъ норуальныхъ. 
носятъ назваме касательныхъ или тангенц1альныхъ. Тан- 
генцгальныя успия могутъ быть представлены веЪ параллельными 
другь другу п направленными въ одну или разныя стороны, при чемъ 
распред5лене ихъ напряженй 10 различнымъь элементам, для ихъ 
опредфленнаго направлешя и для данной системы приложенныхъ силъ, 
можеть быть выражено тою-же формулою (134). Система танген- 
циальныхь усилш, распредъленныхъ по поверхности равномЪрно ие- 
ремъннымъ образомъ, носитъ нпазваше закручивающаго усилия. 
Разыскане величины закручивающаго усилия для данной плоскости 
закръпленя приводитея очевидно къ разыскашю тЪхь слагающихь 
уравновЪшивающихь силъ, приложенныхь къ плоскости. которыя па- 
раллельны этой плоскости и которыхъь моменты слЪдовательно въ 
ней перпендикулярны. Если оси координатъ мы выберемь такъ, чтобы 
плоскость (2) совпадала съ плоскостию закрфилевя, черезъ-'-/ на- 
зовемь напряжен!е тангенщальнаго усиля, приложеннаго къ элементу 
Ч площади закрЪиленя, черезь ф—уголъ направлемя равнодЪист- 
вующей веъхъ 0 съ осью х-овъ, то величина 4 для разныхъ элемен- 
товъ, на основан вышесказаннаго, опредЪляетея изъ уравнении: 


03% \045 - А-—0. т 5445- В -=-0, 
| (164 
с03 © Удиая — зу Удхае + М — 0. 
Выражая затЪиъ законъ предполагаемаго равномЪрно измъняющагося 
распредЪ ления усилш формулой 


Ч==9, — * -- бу. (165) 
гдЪ 0. х. с суть нЪкоторыя постоянныя величины, и предполагал, 
что начало координатъ выбрано въ центрЪ инерщиг йлощади, а оси 


х-овъ и у-овъ направлены по ея главнымъ осямъ инерщи, мы нахо- 
димь изъ (164) и (165): 


& 43 ГллвА Ш. А} СТАТИКА ТВЕРДАГО ТЪЛА. 219 


% 


5, с08 © —- А =0, 64, зщ В 0, 


(166) 
м сео“ — (г зш  -- М == 0, 
| Ху4е — УЧ == Улуаб --0, У2а5-=а, х/а5=Н. 
Первыя два изъ урр. (166) опредфляютъ 9, и $: 
6 =7— УВ ‚ 5 == (167) 
а третье. которое, на основанш (167), превратится въ 
— бАН -- «ВС — Му А? + В? -=0, (168) 


опредЪляетъь с и х, одно изъ которыхъ стало-быть остаетея произ- 
вольнымъ. Такъ какъ, на основании разъяенен! по поводу выраже- 
НШ (135). мы знаемъ, что х и 6 могутъ быть вообще предетавлены 
В ВИДЪ 


Хх 0050. б=-Ёзшто. (169) 


ГДЪ $ есть уголь съ осью д-овъ нЪкоторой прямой, пропорцтональ- 
но разстоямямъ оть которой прирастаетъ пли убываетъ величина 
( а Г-—коеффшиентъ этой пропорщональности, то велфдетв!е про- 
ИЗВОЛЬНости одной изъ величинъ, х И с, направлен!е упомянутой пря- 
мой тоже становится произвольнымъ. Для простоты мы можемъ вы- 
брать это направлен!е такъ, чтобы было $ =, т. е. чтобы величи- 
на напряжешй усилй, вдоль по лини параллельной ихъ направле- 
ню, оставалась одна и таже. Въ такомъ случа»ъ: 


А В 


х = —-. м , (170) 
У 4" + В? ИА? — В? 
и ур. (168) превращается въ 
АБ (< —Н) — М№М(4? + В) —0, (171) 
откуда: 
Ме в) „МУЖ 
‘`` АВ@—И) “ Ва-И)’ ата 
И } 
_Му 4 В 


„) ———_—— 


Аа—Н). 
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$ 44, Усиля различныхъ частей твердаго тфла относисельно 
другъ друга. 


Если нЪкоторая система силъ, приложенныхъ къ данному твер- 
дому тфлу, удовлетворяетъ условтямъ равновЪе1я, то каждая отдЪль- 
но взятая сила этой сиетемы или нЪфеколько силъ могутъ быть раз- 
сматриваемы, какъ уравновЪшиваюния остальныхъ силь. Бообще си- 
стема силъ, приложенныхъ къ точкамъ одной части тзла при упо- 
мянутыхъ условяхъ представляется уравновъшивающей систему силъ, 
приложенныхъ къ остальнымь чаестямъ того-же тЪла. Поэтому мы 
можемъ сказать, что одна часть тъла (или вообще какой либо сн- 
"темы матеральныхъ точекъ), вел$детв!е приложенныхъ къ ней внЪфш- 
нихъ силъ, дЪйствуетъ на другя части того-же тЪла, и на 060- 
ротъ. Внутри даннаго тЪла проведемъ мысленно нЪкоторую поверх- 
ность, раздЪляющую его на как1я-либо двЪ части; тогда эта поверх- 
ность можеть быть разематриваема, какъ нЪкоторая поверхность 
опоры. черезъ посредетво которой объ упомянутыя части дЪйству- 
ютъ другъ на друга, велЪдетв1е приложенныхъ къ этимъ частямъ 
внЪшнихъ силъ. Важдая изъ двухъ частей тфла производитъ на по- 
верхность нЪкоторыя давлен1я, которыя могутъ быть представлены 
ь'ь видЪ нормальныхъ и тангенцальныхъ усий, распредБленныхъ 
но вофмъ элементамъ поверхности. Если-бы поверхность, будучи окрЪ- 
плена съ тфаомъ, была неподвижна, то упомянутыя усиля уравно- 
въшивались-бы сопротивленемъ поверхности. Въ разсматриваемомъ 
же случаЪ роль сопротивленй играютъ усимя, которыя приклады- 
ваются къ той-же поверхности съ другой ея стороны, и обусловаи- 
ваютея силами, приложенными къ другой части твердаго тфла. Такъ 
какъ поверхность раздЪла можеть быть выбрана нами совершенно 
произвольно, то мы приходимъ къ тому предотавленю, что силы, 
приложенныя къ разнымъ точкамъ твердаго тЪла, могутъ быть раз- 
сматриваемы какъ усилля, дЪйствуюная на всяый элементъ поверх- 
ности, проводимый гдЪ либо внутри даннаго тЪла. Не должно при этомъ 
однако забывать, что распредЪлене усилй по элементамъ данной 
поверхности раздЪла и ихъ величина остаются произвольными при 
данной системЪ силъ; это явствуетъ уже изъ того, что точка при- 
ложеня каждой отдЪльной силы можетъ быть выбрана гдЪ угодно на 
лини дЪйств1я этой послЪдней, и такимъ образомъ, одна и таже ст- 
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за можетъ быть разематриваема, какъ дЪйствующая на ту или дру- 
гую изъ частей твердаго таза. раздфаенныхъ упомянутою поверхно- 
"пю. Еще больший просторъ для произвольнаго выбора распредЪае- 
НЯ усилй яваяется въ томъ случаЪ, когда отдфльныя силы системы 
не даны, а система силъ опредфлена, какъ это всегда бываетъ въ 
вопросахъ динамики твердаго тала, только слагающими А, Б, С гео- 
метрической суммы сплъ и слагающими 2, М, № ихъ моментовъ 
0кс10 даннаго начала. 

Есалн мы представимъ себЪ силы. дЪйетвующия на твердое тъло, 
распредвленными въ видЪ усимй по элементамъ различныхъ поверх- 
ностей, раздЪляющихъ данное тфло на отдфльныя. дЪйствующия другъ 
на друга части, то каждая изъ такихъ чаетей, находясь подъ дЪИ- 
ств1емъ остальныхъ, должна сохранять равновЪе1е, если все тъло на- 
ходитея тоже въ равновЪоти. ВыдЪливши какую-нибудь произвольную 
часть даннаго твердаго тЪла, мы найдемъ очевидно, что силы къ ней 
приложенныя будутъ предоставлены во первыхъ усищями, распред$- 
ленными по пограничной поверхности выдЪфленной части и 0бусло- 
вленными дфйетвями на эту часть остальнаго тЪла, велфдетвие при- 
ложенныхъ къ нему силъ, во вторыхъ—силами, приложенными непо- 
средетвенно къ точкамъ выдфленнаго объема. Силы того и другаго 
рода вмфетЪ должны удовлетворять условлямъ равновЪо!я твердаго 
ТЪла. 

ВыдЪленную часть твердаго тЪла предотавимъ себЪ въ видъ 
безконечно малаго тетраедра, три пограничныя плоскости ОВС, ОСА. 
ОАБ (рис. 14), котораго параллельны тремъ произвольно выбран- 
нымъ плоекостямъ прямоугольныхъ координатъ, а четвертая погра- 

7 ничная плоскость АБС образуеть съ пер- 

выми тремя произвольные углы. Предполо- 

[ жимъ сперва, что упомянутый тетраедръ 
находитея только подъ дЪйствемъ усилий 
раепред$ленныхъ по его поверхности, и 
найдемъ услов1е равновъея этихъ усилий. 
В Прежде всего обратимея къ уелов!ямъ: 


Рие. 14. УХ-=:0, УХУ-0, Уй=0. (113) 


—=—-— 


Такъ какъ стороны тетраедра безконечно малы, то мы можемъ пред- 
положить, что по каждой изъ нихъ усимя распредзлены равномЪрно, 
т. е. къ каждой части одной и той-же стороны приложены однф и 
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тфже силы. Величины трехъ слагающихъ по осямъь координать уеи- 
ий, дЪйствующихь на сторону пернендикуларную къ оси д-овъ (т. е. 
на сторону ОБС) и отнесенныхъ къ единицЪ площади, назовемъ че- 
резъь Хх. Гу. Их величину площади ОБС обозначить черезъ 6х. 
Тогда суммы слатающихь по тремь осямъ для стороны &х выра- 
зятен через 

Хх. ПА:  дО,. (174) 
Подобныя-же суммы для двухь еторонъ в, и ©, будуть: 

лв. У5,. И,, 


. ; (174) 
Х,о, . у Ах, . й,ю, . 


Тактя-же величины для четвертой стороны. нлощадь которой обозна- 
чимъ черезъ ©,, пусть будуть: 


Аню . У, . Ио. . (174) 


Такимь образомъ, на основан выше приведенных обозначений, нер- 
вое изъ условШ равновЪея (173) обратитея въ 


Х,5, + Х,5, + Х,5,-—— Л.Я, 0. (175) 


Но такъь какъ площади 5х. ©;. ©, суть проложения стороны ©,. то 
обозначая черезъ «, В. 7 косинуеы угловъ, которые перпендикулиръ 
(%) къ илоскости ©,. нанравленный внутрь объема тетраедра, д*+- 
лаетъ съ осями координать, т. е. съ периендикулярами къ тремъ 
другимъ сторонамъ, мы очевидно будемъ имЪть: 
®х — — © и - м, — — Ут №, =: —,^. (176) 
при чемъ знакъ—принятъ нотому, что величины площадей 5х, И 
5, должны получиться изъ (176) положительными, а величины ©. 
8. у, какь косинувы тупыхъ угловъ. являются отрицательными. На 
основании (176), уравнене (175), а также и два другихъ изъ урав- 
нений (175), предетавятся въ слЪдующемь видЪъ: 
Х,=-&Х, + ВХ, +“ ^,. 
У, У, + ВУ, РУХ, . (177) 
И, = ай - УЖ — уй, . 
Значен!е этихъ уравнен! состоитъ въ слъдующемъ. Черезъ любую 
точку О внутри даннаго тфла мы можемъ представить себф проведен- 
ными нЪкоторыя три взаимно перпендикулярныя плоскости, и м0- 
жемъ также опредЪлить девять слагающихъ усилй, приложенныхъ 
къ частям упомянутыхь плоскостей, лежащимъ безконечно близко 
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оть точки О. Зная эти девять величинъ, мы можемъ, на основании 
(177). вычислить слагающия Х,. Г,, /, уси, приложенныхъ къ 
любой плоскости, проведенной безконечно близко отъ точки О, для 
ТЪХхЪ гя частей, которыя безконечно мало удалены отъ той-же точки. 
Такимь образомъ, для рЪшен!я вопроса объ усимяхъ, приложенных 
къ элементу данной поверхности, проходящему какъ-либо черезъ дан- 
пую точку внутри твердаго тфла, Достаточно рЪфшить туже задачу 
для трехъ взаимно перпендикулярныхъ элементовъ поверхности, про- 
хоцящихь черезъ туже точку, и знать углы, которые перпендикуляръ 
къ данному элементу дЪлаетъ съ ребрами треграннаго угла, обра- 
зуемаго тремя выше упомянутыми взаимно перпендикулярными пло- 
КОСТЯМИ. 

Теперь приложимъ къ тому-же тетраедру остальныя три извъет- 
ныя уравнешя равновЪъая: 


х(72—0у)-=0, У(И2— Х2)--0, У(Ху-— Ух) =0, (118) 


при чемь для простоты предположимъ начало координать въ верши- 
нЪ О тетраедра. Такъ какъ къ точкамъ каждой изъ сторонъ те- 
траедра приложены но условлю различныя системы параллельныхъ и 
равныхь силъ, то каждую изъ такихъ системь мы можемъ замфнить 
одною силою, равною алгебраической суммЪ силъ системы и прило- 
женною къ центру инерщи соотвЪтетвующей стороны. Центръ инер- 
ци! воякаго треугольника лежитъ, какъ легко видЪть, въ точкЪ пе- 
ресфченя двухъ лиш, проходящихь соотвфтетвенно черезъ двъЪ его 
вершины и дЪлящихъ по поламъ 06% противулежания угламъ сторо- 
ны, при чемъь каждыя двЪ такя лини пересЪкаются взаимно на двухъ 
третяхъ ихъ длины, считая отъ вершины соотвЪтетвующихъ угловъ. 
Тавимъ образомъ, обозначая длины ОЛД, ОБ, ОС реберъ тетраедра 
черезъ а, 6, с, мы легко найдемъ, что координаты центра инерщи 
будуть: 


2 
для стороны ©.: 0, 50, 6, 
) 


2 2 
> > ба, 0, 50, 
5 
2 2 
» » 5, 39) 50, 0, 
2 2 2 
› » ба: 54, 56, 5) 
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велЪдетв!е чего первое изъ урр. (1785) мы можемъ напиеать въ видЪъ: 


2 Ч 2 х я 2 
У, 5. т. 7,5. е — У, о й 
+) ‹ З 
(179) 
г 1 2 ' Ге у 2 - ; р) - . 
—— Их ь р — бин; 2 т бьЮвь в | = 0, 


или, на оснорани (176) и (177), замЪняя величины 9х. у, 9 УИ а: 


р ‚0 ; 2 
(— 27, — ВУ; тя. + 91, 17.) 50 


2 
г. г „ Г, 
—- (— 27. —^/, То о —_ 9 мат о () . 
«) 


откуда, замфчая что величины с и В6 выражаютъ одну и туже 
даину перпендикуляра изъ точки О на плоскость АБС, мы нахо- 
димъ услоне: 


У... (180) 
Точно также найдемь изь остальныхъ двухъ урр. (175): 
И =- Х,. Х, = 7У., (180) 


откуда заключаемь, что дая каждыхъ двухъ взаимно перпендикуляр- 
ныхъь плоскихъ элементовъ касательное усиме одного, направленное 
параллельно нлоскости втораго, равно касательному усилю другаго, 
направленному параллельно плоскости перваго. 

Вводя обозначения: 


—=У,--А, Т=И=Х,. Т=Х,=У,, 


181 
-=Х. МУ, №=,, (181) 


мы предетавимъ уравненя (177) въ видъ: 
} г; } и 
Х, == х\ + ЭТ. — “Г, ; 
гр’ ‚ 7 Ц,” 
У ==, + ВУ, Г,, (182) 
И = ®Т, — ВТ, УМ, 
откуда видимъ, что для рьшенмя вопроса о нахожденши трехъ сла- 
гающихъь уси на какой либо элементъь поверхности, проходящий 
черезъ данную точку, необходимо знать, кромЪ положешя эаемента, 
только шесть различныхъ усимй на три взаимно перпендикуляр- 
ныя элемента, проходящие черезь туже точку, именно: три нормаль- 
ныя усиия №, №,, №, и три тангенщальныя Л, Г», Г., изъ кото- 
рыхъ Т., будучи призожено къ элементамъ, перпендикулярнымъ къ 


\ 44 ГЛАВА Ш. А) СТАТИКА ТВЕРДАГО ТЪЛА. 285 


осямъ у-овъ или #-овъ, направляется параллельно соотв тетвенно осямъ 
2-0ВЪ ИЛИ 9-ОВЪ, ИТ. ИП. 

Если на разсматриваемый тетраедръ будуть еще дЪйствовать 
силы, приложенныя къ точкамъ, внутри его объема, то обозначая че- 
резъ ХХ, ХУ, У суммы слагающихъ этихъ силъ по осямъ коор- 
динатъ, мы должны дудемъ измфнить услове равновЪе1я (175} и 
ему подобныя сл$лующимъ образомъ: 


ХХ, 5,-| Х,9, + Х,5, УХО, 

Ух — У,5, —- Уо, + У ел -- ХУ =0 ` И т. Д. 
Но такъ какъ площади четырехъ сторонъ тетраедра безконечно ма- 
ты, то первые четыре члена въ каждомъ изъ уравн. (182) будуть 
безконечно малы въ сравнеши съ УХ, УГ и »й. велЪдств1е чего и 


могутъ передъ этими послЪдними быть пренебрегаемы. Поэтому урр. 
(182) превращаются въ 


ХХ==0, УУ=0, УЙ=0. (183) 


(182) 


Вносл эти услов!я въ (182), мы приходимъ также и къ прежде выведен- 
нымъ уравневиямъ (177), которыя для даннаго случая будутъ обу- 
словливать равновЪе1е, вмфетЪ съ урр. (183). Точно также далЪе, 
обозначая черезъ различныя 2, у,2 точки приложеня данныхъ СИЛЪ, 
мы легко замфтимъ, чте всЪ члены уравнен!я (179) и ему подобныхъ. 
къ которымь нужно въ данномъ случа придать Х ( У2— 29) и 
т. п., будуть безконечно менфе придаваемыхь моментовъ, и велъд- 
ств1е этого могутъ быть, въ сравнени съ этими послфдними, прене- 


брегаемы. Поэтому мы получаемъ еще так1я уравнен1я равновЪая: 


1 1 оф. 
Убе у=о, У хо, У(ху— ти), (184), 


виЪеть съ которыми также будуть имфть мЪето и урр. (180), выве- 
денныя изъ (179). 

Итакъ, мы приходимъ къ тому заключеню, что соотношеня 
(182) существуютъ во всякомъ случаЪ: если-же существуютъ Еромъ 
данныхъ усий Х,, Г,, &,, №,, М,, №., Т., Т, Т., еще другя силы, 
приложенныя къ точкамъ безконечно малаго объема выдфленной ча- 
сти тфла, то эти силы должны взаимно уравнов$шиваться незави- 
симо отъ упомянутыхъ усилй. 


—ж.—- 
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Примьчане. Три слагаюния уси Х,, У», 2. отнесенный ку 
единицф площади даннаго эаемента поверхноети и выражаемыя съ 
номоню шести уений № п ТГ, дБетвующихь на три опредфленныяй 
поверхности, даютъ величину Ри направлене результирующаго да- 
вленя на упомянутый элементь такимь образомъ: 

Р? — Х,” -- У," = й,” 
Х, У, й (185) 
и —- ъ к -^ ! ‹ 4 Г) = —-- п 

е0з (Р.й) = р, 608 (Р.у}- = ро (Р,.=}-- р’ 

Бообще наиправлеше Р не совпадаеть съ перпендикуляромь кь раз- 
сматриваемому заементу, но возможно очевидно подыскать такой 
элементъ поверхности, проходящий черезъ туже точку, какъ разсма- 
триваемый, давлене на который будетъ къ нему пернендикулярно. 
Дая такого элемента очевидно мы будемь имЪть: 
сз (Р.2)=-“. в53(Р.у)—В, 05(Р.2)--^. 
гдБ 2, В, суть косинуеы угловъ нормали къ элементу съ осями ко- 
ординатъ, и елЪдовательно получимъ: 
Хх, = Ро . У, > - РЗ . р = Р: . 
а вельдетве (183): 
ууу } 77’ 
Ря = 5.№, —- ВТ. —- Г, . 
23 — Г. -- ВМ, | УР , (156) 
гр Это | 

Ру == а-Р, = ВТ, + УМ., 
откуда и опредфлимъ но данным \,... 7,... направаеше (&, 5,7) 
заемента, испытывающаго нормальное уеилие, и величину Р этого уби- 
ия, отнесенную къ единиц площади, при чемъ величины ©, В, 1, 
какъ извЪетно. связаны еще уравнентемь 
52 +9? 2 = 1. (187) 
Исключая %, 5, изъ четырехъ уравненй (186) и (157), мы полу- 
чимъь слфдующее уравнене для опредъленя величины Р: 
РЗ— (М -М, + №, )Р*-+ (МММ М-ММ,—Т’—Т)—Т))Р 

ь 77 п т мо 7 711 9 } 2 —_- 

— (М, М,М, -- 27Г,Т. — №, 1 — \,Г, — №. Г, ) = | 0, 
р®шая которое, получимь вообще три различныя величины Р,. Р,. 2. 
давлешя (какъ три корня кубическаго уравнения), удовлетворяющия вы- 
шеуномянутымъ уеловямъ. Подставляя каждое изъ трехъ значений 

. р :: . | о, и 
Р въ Уравнентя (186), уы найдем три серш величину я. 7 ^/. от- 


(188) 
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личный другь отъ друга; т. е. нормальному давленню 2, будетъь во- 
отвЪтетвовать нЪкоторое направлене (%,.8,,“,) нормали элемента. 
испытываютщаго это давлеше, при чемь величины р. т: опред$- 
аятея при подетановкЪ Р, въ уравненя (186); точно также давле- 
ню Р, будетъ соотвфтетвовать другой элементъ, опредфляемый на- 
праваешемь (*,.В..7.} его нормали; даваеню Р. будетъь соотвЪт- 
етвовать ифкоторый трети элементъ (%.. В. У.). Такимъ образомъ. 
какЪ-бы ни были расиредфлены усимя внутри даннаго твердаго тфла 
черезъ каждую точку внутри его можно провести три поверхноет- 
пыхъ элемента, на которые будутъ дфйествовать только перпендику- 
лярныя усилия. 

Подетавимъ теперь въ урр. (156) величины Р..%,, 8. {., кото- 
рыя должны имь удовлетворять; иомножимъ эти три уравнентя соот- 
вътетвению на ч,.3,,\, и еложимь; тогда иолучимъ: 

Ро, -- В» + и\,) 
= 24, + Вы, + Ни и 18-Е 1.9) Г (189) 
(у, 2.) 7, - (Ву, + 8,9.) Т.. 
Точно также, подставляя величины Р..%,,8,.\,, помножая на *.. 9... 
и складывая, получимъ: 
Р, (21%, ВВ, + и) 
=. %,-У В 18. №, — уу № + (7.8, — у.) Г (190) 
= ( а — (В, + Ва.) Т,. 
Бычитая урр. (189) и (190) другъ изъ друга, находимъ: 
(Р, — Р,) (ах, | В.В, + 11%,) =0 (191) 
Но такъ какъ Р; п Р, вообще не равны другъ другу, то ур. (191) 
можеть удовлетвориться только когда 
а, ВВ, Ни» == 0, (192) 
т ©. когда направленя двухъ даваенй Р; и Р, перпендикулярны 
другъь къ другу. Точно также докажемъ, что и третье давлене Р. 
перпендикулярно къ двумъ остальнымъ, если только оно отъ нихъ 
ОТЛИЧНО. 

Легко также показать, что корни ур. (188) не могуть быть 
унимыми. Дъйстрительно, предположимъ, что ур. (138) пмфетъ мни- 
мые корни: тогда таке два корня должны имфть видъ, напримЪфръ: 


Ра Ву-—1, Р-А-Ву-1: (193) 
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точно также, опредъленныя по Р, и Р, величины х...@,... ДОЯЖ- 
ны имъЪть ВидЪ: 


и) -—а /—1. 7—0 —6 1, ми —С /—1. 

: у— В и! "1, 194 
а, =„—ви—1, В, -Ч-у-1. ии —су—1. 

ГДЪ 1), 4, г, а. 6, с суть дЪйствительныя величины. ВелЪлдетве (194) 

уравнен!е (192) должно превратится въ 


Не а =0. (195) 
что невозможно. СлЪдовательно, невозможны мнимые корни уравке- 
ня (188). 

Наобороть, если намъ даны величины и направлен!я трехъ 
главныхъ усилй Р,, Р., Р., то по нимъ легко спредЪлить шесть 
усилий ^,...Т,.... Дъйствительно, подставимъ въ первое изъ урр. 
(136) по очереди величины %,.... %,..., @....; полученныя три 
уравнен!1я умножимъ соотвЪтственно на %., %,, ®,, и сложимъ; за тъуъ 
помножимъ тфже уравнен!я на В, В,. В, и сложимъ, и точно также 
—на ^/., ^/.. \з5 тоже самое выполнимъ съ тремя уравненями. полу- 
чаемыми изъ втораго ур. (186), и съ тремя уравненями, получаемыми 
изъ третьяго ур. (186). Тогда легко найдемъ: 

” 2 2 2 
№ =, Р! — &, Р, -т 9: Р. . 
т 42 Ч 2 | 2 
№, =ВиР, +ВУР, НВУР,, 
Га, 2 ‚2 _, 2 
№, ==1гР, +1Р, т \, Р.. 
1 <, ВОИ е., 
== В:.Р,-- Ву, Р,-г Вз\зР-з, 
Т, — у Р-Р. 30 Рз. 
— [| | | (. 
Т, =. Ра, 3,Р,-| %В.Р.. 


г 


(196) 


3 


В) ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДАГО ТБЛА ПОДЪ ДЬИСТВЕМЪ ПРИЛОЖЕННЫХЪ 
СИЛЪ. (КИНЕТИКА ТВЕРЛАГО ТБЛА). 


& 45. Количество движеня, его моментъ н кинетическая энерги 
свободной неизм5няемой системы. 


Если данная система силъ приложена къ точкамъ свободной неиз- 
мЪняемой системы, то тЪ части этихъ силъ, которыя, будучи приложены 
къ каждымъ двумъ различнымъ точкамъ, направлены въ противопо- 
ложныя стороны по разстояню между этими послфдними и равны 
другъ другу, очевидно всегда взаимно уравновфсятся. Такимъ обра- 
зомъ, измЪнене движения будутъ производить только тъ изъ прилож- 
ныхъ силь, величина и направлен1е которыхъ не обладаютъ свойст- 
вами величины и направлен1я взапмныхъ силъ. ДЪйств!е такихъ силъ, 
какъ мы видфли въ & 25. & 31, \ 35, состоить въ измфнеши гео- 
метрической суммы количествъ движеня системы, геометрической 
суммы моментовъ этихъ количеетвь движеня, и величины энерги 
системы. ИзмЪнен!я первыхъ двухъ величинъ, отнесенныя къ единиц® 
времени. измВряются соотвЪтетвенно геометрическими суммами при- 
чоженныхь силъ и ихъ моментовъ, а приращен1е энерги— работою 
внфшнихъ силъ. Еели приложенныя силы обладаютъ по величин® и 
направлению свойсхвами взаимныхъ силъ или если ихъ совоиъ нътъ, 
то геометрическя суммы количествъь движеня и ихъ моментовъ, а 
также и величина энергии свободной неизм$няемой системы, остаются 
неизмЪнными во все время движения. 

Движене неизмфняемой системы, какъ мы видЪли въ & 14, опре- 
Дфляетея цая каждаго промежутка времени вращенемъ системы около 
опредЪленной о6и и ея поступательнымъ движешемъ. Для опредфле- 
ия вмян!я приложенныхъ силъ на это движене, мы должны прежде 
всего найти зависимость между вращательными и поступательными 
скоростями, съ одной стороны, и упомянутыми выше величинами, не- 


посредственно изм$няемыми силами, —съ другой стороны. 
19 
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Начнемъ съ количества движевял. Еели 7 будетъ масса одной 
какой - либо изъ матеральныхъ точекъ неизмфняемой системы, и 
Фх, ©у, три слагающия скорости этой точки по осямъ координатъ, 
то слагающия величины количества движен1я по тъмъ-же осямъ вы- 
разятся алгебраическими суммами 

Хи,  Уте,  Уте,, (197) 
взятыми для веъхъ точекъ и скоростей данной системы. Но такъ какъ 
на основами & 15, (93): 

$х — И ТУ — 02, 
ву —= 0-2 — 9х, (198) 
г, ==Ц -- 4х — ру, 
гдЪ слагающия поступательнаго движен1я 11, 0, 0, и угловой скорости, 
р, 9.7, суть однЪ и тфже для веЪхъ точекъ системы, то мы получимъ: 
Уп: —= ЦУт -- гУту — ауте, 
Хи; —= Ут | рУте — тутх, (199) 
УХпи, = фхт -- ахУтх — руту. 


Обозначая черезъ х,у,2 координаты центра инерщи системы и 
помня $ 22, (21), мы получимъ изъ (199): 


Уи: = (и-- ту — 42) Ут, 
Хите; == (0 -- р2 — 7х) Ут, (200) 
ити, == (0 —- рх — ру) от. 

Но выраженя въ скобкахъ представляютъ очевидно, по (198), скорости 


центра инерции; поэтому, обозначая эти послфдыя черезъ ©х, ®,;, 2», 
МЫ ВЫВОДИМЪ, ЧТО 


Утех = т, Ут, == Ут, Уп, == Ут, (201) 


т. е. что количество движеня системы выражается количествомъ 
движен!я ея центра инерщи, къ которому отнесена вея масса Ут 
системы. Если ось вращеня мы выберемъ проходящею черезъ центръ 
инерции, то очевидно: 


©=И, 6=0, =. (202) 


Слагающия геометрической суммы моментовъ количествъ движения 
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будутъ, на основании \ 24, (48): 
2 (9,2 —ву)т, У(од— `.г)т, У(у—вх)т, (203) 
которыя, на основан! (198), предетавятея въ слЪдующемъ видЪ: 
Х (5,2 — ву )т== (92—19) хт — тутха — дУтлу-- рт (У - 2”), 
ох 


9х2 )т==({®х — (2) Ут — рУтух — тУтуг-- Ут (2 - 2*), (204) 
Ж{ехи — в, л)т= (цу— 02) Ут — аХтех — рУтау тт (2? -- у?) 


при чемъ первые члены правыхъь частей въ (204), выражающие мо- 
менты количества движен!я центра инерщи, черезъ который прохо- 
ходитъ ось вращения, обращаются въ нули, еели начало координатъ 
выбрано въ центр инерции. 

Приращен!е количества энерги Е неизмфняемой системы будетъ 
изм5ряться приращенемъ одной только ея кинетической энерми ХТ, 
такъ какъ приращене ея потенщальной энерги, велЪдетв!е неизм%- 
няемости разстоянй между точками системы, всегда равно нулю. 
Такъ какъ 


Т= 5 хит (вх Не в? ), (205) 
то, на основанйи (198), будемъ имЪть: 


т= (Ио? + ш?) $ 


1 
-- рии (у? 2?) 5 (Ут (2? - 2?) 5 ит (2? - 93) 
— а7хтуг — грУтех — роУтх | 
_ 1 у ТР 7 24 у _ (206) 
-- р (Фу — 02) Хт -- 9 (ц2 — 5) Ут у (11 — цу) Ут, 
тдЪ три послЪдн1е члена обращаются въ нули, если начало кборди- 
натъ выбрано въ центрЪ инерции. 


Величины, выраженныя суммами 

хт (у), Ут( =), (+), 
(207) 
Хтуг, Утех,  Утту, 


входящия въ выражен!я моментовъ количествъ движеня и въ выражение 
кинетической энергии неизифняемой системы, опредф$ляютсея только 
теометрическимъ распредзлешемъ масеъ системы. Первыя три сумиы 
(207) носятъ назвае моментовъ ине рц1и системы, соотвЪт- 
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ственно около осей х-овъ, у-0вЪ и 2-овъ: поетфдюя три суммы на- 
зываютсея моментами девтацти или произведентями инер- 
ЦТИ 0к010 ТЬХхъ-же соотвЪтетвенныхь осей. 


$ 46, Главныя свойства моментовъ инерции. 


Произведене изъ маесы данной матертальной точки и квадрата 
ея разетоян!я оть данной прямой называетея моментомъ инерц!и 
этой точки около упомянутой лини, какъ оеи. Если дано н$- 
сколько матер!альныхъ точекъ, то алгебраическая сумма назван- 
ныхъ выше произведен представить моментъ инерцуи системы 
матер!альныхъ точекь около данной осн. Такимъ образомъ, если 
мы черезъ 2 обозначимъ массу какой-либо матеральной точки си- 
стемы и черезь г—ея разсетояне отъ н$фкоторой оси, то моментъ 
инерщи, Н, системы 0к0д0 этой оси представитея алгебраичеекою 
суммою 

Н= Ут”, (208) 
гдЪ сумма беретея по вебмъ точкамъ системы и разстояшя г опре- 
дЪляютея отъ одной и той-же прямой. 

Если масса системы непрерывно расположена въ данномъ объ- 
ем, то масса каждой безконечно малой части объема можеть быть 
разсматриваема, какъ отдфльная матеральная точка. Обозначая черезъ 
аО элементъ объема и через Е паотность массы въ немь заклю- 
ченной, мы выразимь массу каждаго элемента объема произведешемъ 
КО, при чемъ Ё для каждаго эаемента объема вообще можеть быть 
различным. Въ такомь саучаЪ моментъ инерщи представится въ видз: 


Н = УКао, (208)! 
тд сумма беретея по вефыъ элементамъ даннаго объема. Ёели мы 
выберемъ ось момента инерц!и за ось т-овъ, то очевидно, ^* = у” -т 2?, 
и слбдовательно, обозначая черезъ Ну моментъ инерщи системы 
08040 оси 2-0въ, будемъ имЪть: Ых = %т (4? -| 2?). Еели кромЪ того 
Нуи Н, оудуть моменты инерцш около осей у-овъ и 2-0въ, то 
вообще: 

Н»х = Ут (у? | =), Н,=Ут(? +), Н,=Ут(Р У). (209) 
Предотавимь себЪ нЪъкоторую линю, проходящую параллельно 
оси 1-овъ черезъ центрь инемии системы, и найдемъ, насколько 
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моментъь инерциг М.’ около этой ливи будетъ отличаться отъ ста- 
раго Н»х. Начало координатъь перенесемъ въ центръ инерцш, и коор- 
динаты точекъ системы относительно новаго начала обозначимъ че- 
резъ 2, и,2'. Тогда очевидно, мы будемъ имЪть: 


=. у=Уи,  г==е- И, 
гдЪ т, у, 2 суть координаты центра инерщи по старому началу. Та- 
кимъ образомь мы получимъ: 


Ха (2 = (у 2) Ут -—- Зухту! -- ЗаУтг 


== №т (9 --2”). (210) 


_ 


Но такъ какъ Уэну’ —= У" = 0, нбо начало координатъ х'-овъ, и'-овъ.. 
взято въ центрЪ инерцш, то мы получаемъ изъ (210): 


Н. = (+ 2)Ут- НЫ, (211) 


т. е. моменть инерщи около данной оси равенъ моменту инерщи 
около другой оси, параллельной данной и проходящей черезъ центръ 
инерщи системы, сложенному съ моментами инерцш около старой 
оси всей масеы системы, сосредоточенной въ ея центрз инерции. 
Отсюда слЪфдуетъ, что моментъ инерщши около оси, проходящей черезъ 
центръ инерцйи, будетъ наименьший изъ всЪхъ моментовъ около осей, 
параллельныхъ данной и проходящихъ черезъ различныя точки. ВромЪ 
того моменты инерциг около взаимно параллельныхъ осей, располо- 
женныхъ на равныхъ разетоямяхъ отъ центра инерщи, равны меж- 
ду 6000ю. 


Зная моменты инерщи Ых, Ну, Ч. около трехъ взаимно пернен- 
дикулярныхъ осей, проходящихъ черезъ центръ инерщи, легко найти 
моменть инерции И около всякой другой оси, проходящей черезъ 
центръ инерщи, и образующей углы о, В,`у съ тремя данными осями. 
1 Пусть ОХ, ОТ, ОЙ будутъ направлевшя (рис. 15) 
> трехъ данныхь осей и 0/— направяеше оси 
искомаго момента Н; пусть 2 будетъ нЪкото- 
___х рая точка (т, у,2) системы, р —ея разстоявя 

отъ центра, х— ея разстояне отъ оси Ор 
РА [— длина вдоль ОГ отъ О до подошвы ‘ перпен- 
Рис. 15. дикуляра 7. Тогда очевидно: 
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72 — 0? т? (2,6), 


д . - _#й 
08 (2,1) = воза - * с08 В -- — ©0817, 
о и я 
& 
т у „ < 2 
+1 2-1) —- — | — ЛИ и“ 
вт 2 (2,1) = 1 7 60а 5°087 50081; 
у 
жи; 
слЪдовательно: 


72 — 12 + у? + 2? — (1608 я -г ус08 В + 26081)", 


ИЛИ пОННЯ, что 
03? 4 — е05 28 -- с08 2 =1: 
7 — (92-1 22) соз?а -- (22 -- 42) соз?В - (42° У) 608 1 
— 242 с08 В с08/ — 225 608 { 08 х — 251 ©08 % 608 В. 
Затфмъ обозначая выражен1я 
Ут (42 -- 22), Ут(2 4’), Ут у?), Утуг, Утах, Хтяу, 
соотвЪфтетвенно черезъ (212} 


Нх, Ну, Н,, Ч, 9, 9,, 

мы получаемъ: 
Н-— Ут? = Н‚ воз?“ + Н, еоз ?В + Н, 0$ 2 (213) 
— 20, соз В с0з у — 20, с08 1] 608 & — 24,603 & созВ. 
Такимъ образомь опредЪлитея Ы около воякой оси (*, В, у), если 
извЪетны ‘моменты инерции и деващи около трехъ осей координатъ. 
Законъ измфненя величины момента инерц!и съ изм$ненемъ направ- 
лен1я его оси мы можемъ представить графически слфдующимъ спо- 
собомъ. Отложимъ оть начала О вдоль по направленю оси инерщи 


1 
длину, равную ий: Съ измЪненемъ положеншя оси измЪфнитея ве- 


1 


личина Н, а сл довательно и длина УИ: отложенная нами на этой 
оси. Если мы проведемь черезъ О всевозможныя оси и на каждой 


1 
изъ нихъ отложимъ упомянутымъ образомъ ДЛИНЫ иЯ' ТО КОНЦЫ 


такихъ лин образуютъ нЪФкоторую поверхность, облегающую на- 
чало О. Наоборотъ, проведя разъ упомянутую поверхность во- 
кругъ точки О, мы опредфлимъ величину момента инерци для лю- 
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б0й оси, совпадающей по своему направленю съ однимъ изъ рад!у- 
совъ векторовъ этой поверхности. ДЪйствительно, если длина упомя- 
нутаго рад!уса вектора будетъ о, то моментъ инерщи около оси, съ 


1 
нимъ совпадающей, будетъ, очевидно —.. Всякую поверхность мы счи- 
р 


таемь тогда намъ извЪфетною, когда знаемъ соотношен1е между коорди- 
натами точекъ на ней лежащихъ, т. е. когда знаемъ уравнене этой 
поверхности. ибо въ такомъ случа мы можемъ точка за точкой 
построить всю поверхность. Найдемъ поэтому уравнен1е поверхности, 


на которой лежать концы лин длины проведенныхъ вдоль по 


'Н з 
различнымъ осямъ (а,В, лу). Пусть х, и будутъ координаты конца 
одной изъ такихъ лин. тогда очевидно: 

1 1 . 1 
—ун“8®; УНР. ИН) 
откуда 
с08%=2уУН, с088=УУН, 608—=2; (214) 


подставляя эти величины въ (213), находимъ слЪдующее уравнене 
поверхности: 


1 —= Не? + Нуу? -+ Н,2? —— 20 хуг — 20,2 — 205у, (215) 


которое представить эллипсоидъ, называемый эллипсоидомъ 
инерц1и. Геометр1я учитъ, что съ измнемемъ направленя прямо- 
угольной системы координатъ видъ уравнен1я (215) не измфняется; 
а измфняется только величина коеффищентовъь Н и ©. Между различ- 
ными системами прямоугольныхъ координатъ, проходящихъ черезъ 
одну и туже точку О, мы можемъ выбрать такую, относительно ко- 
торой уравнен1е даннаго эллипсоида не будетъ содержать произведенй 
координатъ. Въ такомъ случаЪ оси координатъ совпадутъ съ глав- 
ными осями эллипсоида, коеффишенты Н;. НУ. Н» обратятся въ н%- 
которыя Н,.Н,, Н,, а коеффищенты © въ нули; уравнене же 
эллинсоида приметъ видъ: 


НР + Ну? + Н.2?—=1. (216) 


Беличины Н,, Н,, Н. очевидно представятъь моменты инерщи 
около главныхъ осей элаипсоида. Эти моменты называются глав- 
ными, а ихъ оси главными осями инерции. Моменты девлаци! 
около главныхъ осей инерци очевидно равны нулю. Если положен!е 
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и величина главныхъ осей и моментовь инерции извфетны, то му- 
ментъ инерши Ы около оси образующей углы а, 83,-’ съ главными 
осями будетъ очевидно: 


Н-— Н, 0$? а - Н, 03? В -- Нзеоз? у. (217) 


Интегральное исчислене даетъ способы производить алгебраи- 
ческое суммован!е безконечно большаго чиела безконечно малыхъ 
слагаемыхъ въ выражени (208)'. 

Ниже приведены полученныя этими способами выражен!я для 
центральныхъ моментовъ инерши иъкоторыхъ однородныхъ тЪлъ. 


= ЕЕ ее 


| | О | = 
| Т ув ло | ’ Момевть инерщи. | 
| момента. Р ы 
| | о 
‚ воякШ Ву 
\ . „ | . | ‘. , | 
1. Съера, радуеа х. ' маметръ т | | 
| | 
‚ 2. Схероидъ; полярная полуось а, Зо. | 
| экватор. ратуеъ’ . . . поляр. ось =" | 
| ы 
} | 
3. Эллипеоидъ, съ полуосями | лафе (1? р 
4табс (65° с°*) 
а бе... | 09а —_—___ | 
15 | 
. :| 
® > => г => 
4. Сферическй слой, съ виъшн. и веяюй З=(х- = ! 
внутр. радусами ли’ . 1 | Пе Й | 
утр. раму д1аметръ 15 й. 
| | 
5. Эллинт. цилиндръ; длина 24а, | лаве (Ре ‚, | 
| поперечн. полуоси Вис . прод. ось ы - А 
поперечн. п 5 
| = ав 44 
6. Тоже о ось 9 пабе (56 = +9) 7. 
| | 6 у 
. 
| 7. Полый вруглый цилиндръ; дли- | | 
} на 2а, внъшай и внутрен. | | 
радлтуеы гиг. ‚прод. осьо И, (* _—_ +) 7. 
| | 
‚ поперечн. | та 13 
| 9. Тоже и... х | Даметръ. | 6” (и — и) 
| 
| ‹ р 
— Ча? (-* _—_ 2! | 7 
Э. Прямоуг. параллелепипедъ, реб- | 
| У. - ) ре (12 — с? 
ра 2а, 26, №... .. ось 2а | Заре ( ри 75. 
| О 
’ 10. Вонусъ; высота й, радусъ 7.. ой — 0 ^ | 
| | 1 
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$ 19, Неизм5няемое движене свободнаго твердаго тфла. 


Кели свободное твердое тЪъло движется безь дъйствья на него 
внЪшнихь силъ (по инерцш). то величины, выраженя которыхъ 
приведены въ & 45, остаются неизмЪнными во все время движения. 
Разберемъ кинематическое значеше ихъь постоянства. 

Неизмфняемость величины и направлен количества движения, 
то есть величины его слагающихъ 


от, сут. т. (218) 


указываетъ на то, что центръ инерции твердаго тфла движетея прямо- 
линейно п равномЪрно, или остается въ покоЪ. 

Быражения (204) предетавляютъ слагающ!е моменты количества 
движеня по произвольно выбраннымъ осямъ координать. Результи- 
рующий моментъ, опредфленный по этимъ тремъ слагающимъ, долженъ 
оставаться для вслкаго времени однимъ н тфмъ-же по величинЪ и 
направлен, какъ-бы ни были выбраны для различныхь временъ оси 
координатъ. Если мы будемъ относить двнжен!е точекъ тЪла посто- 
янно к однфмъ и тъмъ-же осямъ координатъ, то постоянетво вели- 
чины и направлен!я момента количества движения обусловить оче- 
видно постоянство величинъ его проложенй на однЪ и тЪже оси. 
Въ такомъ случаЪ каждая изъ трехъ величинъ (204) должна оста- 
вать во время движенл неизмфнною: но координаты центра инерщи 
д, у. 2, угловыя скорости р.9.тг около неизм$нныхъ осей и коор- 
динаты точекъ тЪла х, у, 2 вообще будутъ измфнятьея со временемъ 
(см. & 15). Если мы будемъ относить движене къ осямъ коорди- 
натъ неизмЪнно соединеннымъ съ тЪломъ, то положен1е точекъ спе- 
темы относительно ихъ остается неизмЪннымъ, и величины 2, 9, 2, 
7, у, 2 будуть однЪ и тфже во весе время движеня; слЪдовательно, 
величины моментовъ инерши и деващи останутея постоянными; но 
угловыя скорости р, 0,7 и проложен1я момента количества движеня 
на наши измфняющияся въ своемъ положении со временемъ оси коорди- 
натъ будутъ для различныхъ временъ различны. Тмъ не менЪе, опре- 
дфленный по упомянутымъ проложеншямъ результирующий моментъ 
будетъ для всякаго времени одинъ и тотъ-же. 

Начало неизмфнно связанной съ тфломъ системы координатъ вы- 
беремъ въ центрЪ инерщи, а направления осей координатъ —по глав- 
нымъ осямъ инерщи. Тогда мы будемъ имЪть: 
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д=у=-2=0, Утуг = Утах =Утьлу =0, |219 
Ут (и? - 2) =Н, Хе-хе) =Н,, ту) =Н,. 
ВромЪ того, обозначая черезъь %, №, %№, проложеня геометрической 
суммы моментовъ количествъ движеня на выбранныя нами оси ко- 
ординатъ, мы получимь дая каждаго момента времени изъ (304): 


—рН, У%\=9Н, Я=/Н.. (220) 


Начало, около котораго берутся моменты %, №, Ж не остаетея непо- 
движнымъ въ пространств, но движется прямолинейно и равномЪрно, 
при чемъ сл$довательно моментъ количества движен1я подвижнаго начала 
(т. е. центра инерцш) остается одинъ и тотъ-же относительно даннаго 
неподвижнаго начала. Но такъ какъ съ одной стороны, моментъ около 
неподвижнаго начала равенъ суммЪ изъ момента около центра инер- 
щи и момента количества движен1я самаго центра инерщи около не- 
подвижнаго начала (см. \ 25, & 24), и этотъ послЪдн!! не измЪняется, 
а съ другой стороны, долженъ оставаться постояннымъ весь моментъ 
количества движений около неподвижнаго начала, то слЪдовательно, 
моменть 0коло подвижиаго центра инерщш, опредБляемый слагающи- 
ми *, №, Х, долженъ тоже оставаться неизмфннымь 0 временемъ. 
Если мы такимъ образомъ для каждаго времени будемъ проводить 
черезъ центръ инерцш тфла линию, представляющую но величинф и 
направаеню моментъ (%, №6), то эта лия должна оставаться са- 
ма себф параллельною и одинаковою по длинЪ во вее время движешя. 
Если мы обозначимъ черезъ М величину момента (МЕЖ), то оче- 
ВИДНО, 

М? — 2 | 2 -- 962, (121) 


при чемъ М остается веегда одно и тоже, а величины %®, №, %, бу- 
дучи проложен1ями длины М на измфняющя свое положене оси ко- 
ординатъ, тоже измфняются со временемъ. Обозначая далфе черезъ в 
величину угловой скорости тфла около осн, проходящей черезъ его 
центръ инерщи, а чересъ &, 8, \-— углы этой оси съ главными 06я- 
ми инерщи, мы имфемъ: 


р = 6 608%, 4=0608:, Г= в 6081, 
и на основашми (220) и (221): 
М? == ®' (Н)? с03? а - Н,? 08? 8 + Н,? с05? у), (222) 


гдЪ М ееть данная постоянная величина. Углы момента М съ осями 
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инерц!и опредфлятея для каждаго момента времени очевидно ел дую- 
щимъ образомъ: 


к Н. 
с05 (М,<) —жщт — ИИ И к . 605Х ) 
М УН,° с03* & - Н,? е03? В -- Ну? с08? * 
ЭХ Н. 
с05 (М,у) =: — НН НИ . с05 3 , (223) 
М ИН? 2 Н 2 е0528 — Н?о2- ох 
ИН, 605% — „ ©0$ —- з ©05 / 
9 Н, 


по) я к 

ИН, с09' % -- Н,? е03? В -- И. в08?-. 
откуда видимъ, что ось вращеня вообще не совпадаеть съ поетоян- 
нымъ направлемемъ момента №: оба эти направлешя образуютъ меж- 
ДУ с0б0ю нЪкоторый уголь (М,®), при чемъ очевидно, 

Н, 05? и -—- Н, с03? В Н, ео? *, 
Слфдовательно, вращене тфла не можеть вообще происходить около 
одной и той-же неизм®нной оси вращен1я, ибо въ такомъ случаф ли- 
ня, представляющая направлен1е и величину момента М, должна-бы 
была вращаться около этой оси, и не осталась-бы неизмнною въ 
пространств$. Искаючен!е можетъ быть, только когда с0$ (М, ®&) =1, 
т. в. когда ось вращен!я совпадаетъ съ однимъ изъ моментовт инер- 
ци, или когда воЪ три эти момента равны между собою. 

Винетическая энерг1я неизмёняемой системы, представляющая со- 
бою всею энергию твердаго тфла. выразится, при вышеопиеанномъ вы- 
борЪ начала и направленя осей координатъ, на основаши (206), са$- 
дующимъ образомъ: | 

Ти -- 05° 12) Ут 1 Н — 1 НН -- ы г2Н. (225) 
2’ 2 12 212 3? 
п представить с060ю сумму двухъ неизмфнающихся со временемъ 
в-личинъ: кинетической энерги центра инерци: 


. 08, 


608 (М, ) = (224) 


1. 
Го = 5 (1? -- 02 1 Ц?) Ут (226) 
и кинетической энерги движен!я вокругъ центра инерции: 


. 1 
Г = 5 (р°Н, + 9*Н,-+®"Н.), (227) 
ИЛИ. 


= 9%). (227) 
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Такъь какь скорость центра инерции остается пеизмъиною, то такою- 
же остается и Т.: но съ другой стороны. должна оставаться постолн- 
ною величина Т. слждовательно, Т тоже поетолнно во все время не- 
нзи%няемаго движения тЪла. Вводл величины ©, ©, 6, { въ (221), мы 
получим: 


„1 и, 
Г = =5® (НЫ, 03° х + ЛП, 03? В -- Н, с03* 1). (227)" 


и. сравнивая затъмъ выраженя М?, 60$ (М.6). Т. находимъ, что 


° ^ 


© 0$ (М. 6) = 5:7. (228) 


т. ве. что проложенте угловой скорости (отложенной конеч- 
но по 0еи вращения ) на направленуе момента количества 
движен!1я остается во время движен|я постояннымтъ. 


Пояснимъ геометрически значен!е выведенныхь выше законовъ 
измфненл угловой скорости и направленя оси вращения при неизмЗ- 

н. Т нляемомъ движени твердаго тЪла. Вообра- 
зимь 6вебЪ очерченный внутри тЪла цен- 
тральный эллипеондъ инерши, который бу- 
деть очевидно вращаться вмфетЪ съ ТЪ- 
ломъ около его центра инерцш. Пусть ОН, 
ОН,. ОН. (рис. 16) будуть для даннаго 
времени положеня главныхь осей этого 
эллипеоида, ОН— положеше мгновенной оси 
вращеня тЪла, образующей углы @, В. ус 
осями инерщи. Тогда, на основании & 46: 


Рис. 16. 


— 1 1 
он =, ОнН=—, ОЙ, == 
и 1 УН, УН; 
1 (229) 
ТУ И. 0 а И, сео? В Н, соз? + ` ` 
уравненте Эллипсоида представится ВЪ ВИДЪ: 
12 | 3" 2? 
=—7 =— —- — = 1 . 
ОН}? ы ОН? ОН. - 
или: (230) 
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Ро 


Через точку Н, координаты которой, 7. /., 2.. будуть: 
д, — ОН.е0за, у = 0ОН.е088, 2,--0ОН.608%, (281) 


проведемъ къ эллипеонду касательную плоскость, уравнеше которой. 
какъ извЪфетно, будетъ: 


Не -- Нуиу -- Нул2==1*). (231) 


*) Уравнен1е веякой илоскоети должно вообще имЪтТь видъ: 


ав -Н оу 2 == 4. (а) 
Чтобы эта плоскоеть касалаеь даннаго эллинеовха. 
? г = г. 


въ точкЪ (%.9,-2,). должно коеффиценты 4. В, с. 4 опредълить по салфдующимъ 
условтямъ. Такъ какъ точка касан1я принадлежить въ одно и тоже время эллип- 
есиду (3) и плоскости {5). то ея координаты должны удовлетворять обоямъ урак- 
нентямъ (а) и (3); елВдовательно: 


а -Н ри - с =4 и Нее- Нуг-- Ну? =. (1) 


КромЪ того веЪ точки. лежацйя въ илоекости (а). безконечно близко отъ точки 
касан1я, должны также принадлежать и эллинеоиду. ибо касательной плоекост!ю 
называется такая, которой безконечно малый плосюй элементъ совпадаетъ съ 
таковымъ-же элементовъ эллипсоида. Слдовательно. если мы вообразимъ въ пло- 
екости (а) н®которую точку. координаты которой отличаются отъ координатъ 
2,.9:-2. на безконечно малыя величины 4х. 4у. 42. то должны им ть: 


в (2. -- 42) + в (и, + ау) се ( + 4:) 4 


з 2 2 —— 
Н, (т, - 42 - Н, (у, | ду + Нь (а, - 42) =1 
или, на оенован1и (7), и пренебрегая квадратами 42°. 42. 4:?. которые безконечно 
меньше ихъ первыхъ степеней: 
ах -+- оду - е4г — 0. 
2Н 4х - 2Нуау + 2Н.2.42 =0. 

Такъ какъ второе изъ уравненй (5) должно имфть м$Фето при веякихъ ведичи- 
нахъ (4х, Чу, 42. удовлетворяющихъ первому. и наоборотъ. то умножая одно изъ 


уравнен1й (5) на совершенно произвольный множитель А и складывая его съ дру- 
гимъ уравнен1емъ. получаемъ: 


(ла -- 2Н\л,) аз + 06 + 2Нуу,) у 0е -— 2Н.а) 42 —= 0. (=) 
гдь величины 4х, 4у, 42 могутъ быть разематриваемы, какъ совершенно произ- 
вольныя и независимыя другъ отъ друга величины. если множитель / будетъ 


опредъленъ такъ, чтобы одинъ изъ коехФищентовъ при ах. 4у или 42 обращался 
въ нуль (Сравн. $ 42. (83)); велвдетв1е этого заключаемъ. что 


ла 2Н.®, =0, 6 +2Ну,—=0., 26-3Н,2, =0 
и что уравнен1я (1) превратятея въ 


2 Ни? + 2Нии? -- ЗН? = — 14. и Нл? -- Ну? Не? 1. 


(6) 
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Длина перпендикуляра ОР, изъ начала коорлинатъ на плоскость 
(231), будетъ 
И 1 . 
ОР р, (Сравни. 5 48, (115)) 
ИН)? 51? — Ну,“ — Ну’ 2” 


или, на основан (231) и (229): 


_ ИН, 0$? & -- Н, 60572 В —- Н. сов? -, ` _У27 2Т. 
_ УН? 008 05 а И? соз? В-- Н.? соз с05? М 
Косинусъ угла между ОРи ОН будетъ очевидно на основан! (229): 


ОН 
ОР 


ОР 


(232) 


со; (ОР, од) = воз РОН = 
(233) 


—_ т 05? &-- И. с03? в —- РИ со? у ° 
велЪдетв1е чего, по (224): 
со; (ОР.М) = еоз (М, 0). (284) 


откуда заключаемъ, что направлеше лини ОР должно совпадать съ 
направлен!емъ момента количествъ движения. СлЪловательно, длина 
линш ОР (см. 232) остается неизмфнной, а ея положенше въ про- 
странств®— само себЪ параллельнымъ во время неизм$няемаго дви- 
женя твердаго тфла или, что все равно, его эллипсоида инерщи. 
Точно также остается всегда сама себЪ параллельна и плоскость 
(231)', которой касается эллипсопдъ инерцш. Очевидно также, что 
касательная плоскость, проведенная черезъь противоположный конецъ 
оси вращешя, будетъ параллельна плоскости (251)' и на такомъ-же 
разетояши отъ центра. Такимъ образомъ, неизмЪняемое движение 
эллипеоида инерши состоитъ въ томъ, что онъ посл$довательно раз- 
ными своими точками касается нЪкоторыхъ двухъ параллельныхъ 
плоскостей, движущихся въ пространствЪ равномфрно и параллельно 
самимъ себЪ, притомъ касается такъ, что разстоян1я его центра отъ 
упомянутыхъ палоскостей остаются одни и тъже, при чемъ д1аметръ 
эллипсоида, проходяний черезъ обЪ точки касаня, служитъ мгновен- 


откуда видимъ. что ^ —= — 2, и уравнен1е касательной плоскости. 
ах Бу - 12 = А. 
обращается въ 
Нах + Ницу - Нз2.8 = 1. 
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ною осью вращеня. СлЪФдовательно, осями вращеня во время движе- 
ния перебываютъ всЪ тЪ даметры, касательныя плоскости черезъ 
концы которыхъ находятея на одномъ и томъ-же разстояни отъ его 
центра; положешя въ пространствЪ этихъ д1аметровъ будетъ таково, 
что упомянутое разстояне прИйдетса всегда направленнымъ парал- 
лельно одной и той-же линш. Нодобныхъ д!аметровъ можно найти 
внутри эллипсоида инерци безконечное множество, и всЪф они обра- 
зують собою поверхность нЪфкотораго конуса, неизмфнно связаннаго 
съ тЬломъ. Этотъ конусъ представить собою катящся конусъ К. 
описанный въ \-12. Ватящ ся конусъ, пересЪкаясь съ эллипеондомъ 
инерцш, образуеть на этомъ послЪднемъ кривую, называемую по- 
лод1ею, (роВо408), которая представляетъ собою слЪфдъ на эллин- 
соидЪ мгновенныхъь полюсовъ вращеня или точекъ соприкосно- 
веня эллипеоида съ неизмфнною по направленю плоскостю. Неиз- 
мънный конусъ 1, описываемый въ пространств послЪдователь- 
ными мгновенными осями вращевшя около лини ОР, будетъ перемз- 
щаться въ пространствЪ параллельно самому еебЪ, не измЪняя своего 
положення относительно плоскости 7. Точки его пересфченя съ 
плоскостю 7. образуютъ кривую, называемую эрполод1ею (Ъег- 
ро]в040$), которая представляеть собою слЪдъ мгновенныхъ полю- 
совъ вращеюня на неизмфнной плоскости. Во время движеюя посл%- 
довательныя точки полодш совпадаеть съ послфдовательными точ- 
ками эрполодии. 


в © 
- 3 — #— С-———ч 
© 7 » 


Пусть 5, 9,2 будутъ координаты одной изъ точекъ полоди. 
Такъ какъ эта точка лежить на эллипсоидЪ инерщи, то ея коорди- 
наты должны удовлетворять уравнению этого эллипеоида, 


Н, 2? + Ну? -- Н.= =1; (235) 


съ другой стороны, разстоян!е касательной илоскости къ эллипсоиду 
черезъ точку (12,7,2) отъ его центра должно быть равно данной по- 
стоянной длинф ОР; слЪдовательно (по (231)): 


1 
2-2 2,2 2 „2 —— . 
Н!?2? {+ Н»2у т =. (236) 
Веякая точка, координаты которой удовлетворяютъ урр. (235) и 
(236), будетъь принадлежать полоди. Упомянутыя урр. предетавятъ 


полод1ю, какъ линшо пересфченя двухъ эллипсоидовъ (235) и (236), 
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описанныхь около общаго центра, и направлешя осей которых сов- 
падаютъ. Дъля уравнене (255) на ОР“ и вычитая его изъ (230), 
мы Находимьъ: 


И; ‚И, — т, “= Н,` п, —_ = 


, /*-— Н. ‚Н; —- т р 2—0. (387) 
Такь какъ точки полод1и очевидно удовлетворяютъ уравнению (257), 
то это посльднее, выЪеть съ ур. (235), тоже будетъ опредфлать по- 
одно, предетаваяя ее, какъ лин!ю пересБченя эллипеонда (235) съ 
конусомъ (3237), вершина котораго лежить въ началь координать. Если 


| 


и 


Н<Н,<Н., (238) 

то легко видЪть, что 
ОР НН 239 
Н. Н, ) а? ОР: ] ( ) 


т. ©. что длина ОР аежить между величинами наибольшей и наи- 
меньшей полуосей эалипеоида инерции. ДЪйствительно, написав два 
урр. (224) и (225): 

М? — Н?р-- Н29- Ну, 


(260) 
27г— НР На. Ни, 
мы выведемъ изъ НихЪ: 
Н.Н. — Н.)9?- Н.Н. — НН)! == №--2ТН,, 
2172 14“ + ЯН. (Ы, :) Г (241) 


Н,(Н,— Нд? + НН, Н,) 4? = 2ТН, — М, 


откуда, на основани неравенствъ (238), заключаемъ, что такъ какъ 
яввыя части доажны быть положительными, то необходимо будеть 


2ТН. > М> 2ТН,, 
Или (244) 
1 2Г 1 


нм я, 


откуда, на основаши (232), еяЪдуетъ неравенство (239). Такимъ 00- 
разомь мы видимъ, что въ ур. (237), предетаваяющемь подвижный 
конусъ осей, первый коеффищентъ всегда отрицательный, а послЪд- 
нй положительный; средн! Я-же можетъ вообще быть и положитель- 
нымъ, и отрицательнымъ. 

Вели 


ОР НО, (243) 
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п Ур. (237) представаяетъь нФкоторый конусь, охватывающй ось 
х-овъ, т. е. большую полуось эалипсоида инерцш, въ чемь аегко 
уббдитьея, ища пересЪчене конуса съ какою пибудь паоскоетю, 
2—4. перпендикулярною къ оси 5-овъ; дЪлая въ уравнени (237) 
# = 4, мы получаемъ между координатами 
у и. уравнене эллипеиса, центръ кото- 
раго лежитъ на оси 5-овъ, а полуоси ла- 
раллельны оеямъ 9-0вЪъ и 2-0въ. Такого 
рода полодя предотавитея на (рие. 77) 
одною изъ кривыхъ я, а’, а", при чемъ 
другой конецъ д1аметра опишетъ одну изъ 


Рие. 11. такихъ-же кривыхъ въ противоположномь 
направлен!и, на противоположной сторон эллипеоида инерщи. 
‘Еели . 
ОР, № №50 (244) 
Н, ' ОР? 


и Ур. (237) представитъ конусъ, охватывающий ось 2-овЪъ, т. е. мень- 
шую полуось эллипеоида инерщи. Полодею будетъ въ такомъ слу- 
ча одна изъ кривыхъ 4’, у", у"". 


Если 
ОР тю НА 0 (245) 
НН, ) 2 ОР? =.) ` 
и ур. (237), обращаяеь въ 
[2УЯ, (Н,— Н)+зИ НЯ, Н)| 
(246) 


х [ИНН П)—зУП И, Н)|= 0, 


представить двЪ пересфкаюцияея по оси у-овъ плоскости, которыхъ 
пересчете съ эллипеоидомъ даетъ два эллипеиса Ви В'. Въ такомъ 
случа конецъ оси вращеня описываетъ или кривую 866, или кри- 


вую 8168’. 
1 
Наконецъ, если въ случаЪ (243) кромЪ того ор = М1. то 
ур. (237) обращается въ 
НН, — Н) у? +Н.(Н.— Н,)2? =0, (247) 
которое можеть только удовлетворятьея величинами 


у —=0 и 2=0, 
20 
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ни сл5довательно предетавитъ ось х-овъ. Бъ такомъ случаЪ полод!я обра- 
щаетел въ одну точку — конецъ большей оеп эллииеонда инерщин, которая 


н булетъ неизуьипою осью вращеня. Еели въ случаЪ (244) промЪ того 
1 ъ 5 — = 
—— == Н., То легко видЪть также, что конуеъ (337) обращаетел въ 


Н(Н,— Н)- НН, -— Ну =-0. (218) 


представляя ось 2-овъ. Въ такомъ случаЪ поломя опять обращаетея 
въ Точку, и неизуЪнною осью вращеня лЪлаетея меньшая полуось 
эалипсонда. 

Если два как!е нибудь изъ трехъ главныхъ моментовь пнерши 
тЬла равны между с000ю, то эллипеондъ пнерщи превращается р 
эллинеондъ вращеюмя около большой пли малой оси; катящшея ко- 
нуеъ дфлаетея круглым и охватываеть 0еь симметрш фигуры; по- 
лои предежавятея параллельными кругами вокругь оен симметрии. 
и эллипенеы В, @ сольются въ одинъ экватомальный кругъ. Если 
веЪ моменты пнерщи равны между с000ю, то, но (224). веегда 
со$ (1,0) =-=1, и веямй даметръ шара инерциг можетъ быть не- 
изуЪнною осью вращеня; полод1я тотда обращается всяк разъ въ 
точку, соотвЪтетвующую концу данной оси вращенйя. 

Вращене около неизмфнной оси, которая должна совпадать съ 
одною пзъ осей инерши, можеть быть устойчивым или ие- 
устойчивым ь, какъ это легко можно заключить изъ формы по- 
Лод. ДЪйствительно, еели тЪло вращается по инерциг около большей 
или меньшей изъ осей инерщи п какая нибудь причина отклонитъ весьма 
мало угловую скорость отъ этихъ направлен, предоставивъ затЪуъ 
тЪлу снова вращаться по нинерциг, то при новомъ вращении коненцъ откло- 
ненной оси можеть описывать весьма малыя замкнутыя полоди х или 
х вокругъ прежняго положеня оси вращения, и дальнЪйшее откло- 
нен!е оси вращеня отъ первоначальнаго ея направленя очевидно не 
превысить нЪкотораго весьма малаго угла. Но если ось вращения бу- 
детъ отклонена весьма мало отъ ея совпадешя со среднею осью ннер- 
цИг, то только изъ положен #,й она можеть (рис. 77) возвратиться 
опять къ совпадению съ этою осью инерциг. изъ положен 3,7, она бу- 
детъ отъ него удалятьея болфе и болЪе, пока не совпадеть съ осью 
инерции въ противоположномъ направленш; а изъ промежуточныхъ по- 
ложенш, въ углахъ 260 и #6: она начнетъ описывать разширен- 
ныя полоди около большей или меньшей полуоси. Поэтому средняя 
ось инерцш называется неустойчивою евободною осью вра- 
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центя, а большал и меньшая оси устойчивыми евободными 
осями вращения. Еели веЪ оен инерц!и равны, то веЪ онЪ устой- 
чивы. Еели ДВЪ оги инерщи равны между собою н эллипеоидъ инер- 
и представляется залииеоидомь вращеня, то легко видЪть, что 
ось симметрии будетъ устойчивою осью, а оси ей перпендикулярныя, 
хотя и будуть веъ евоболными осями, но неустойчивыми. 


$ 4$, Изм5нене движеня свободнаго твердаго тФла, 


ДЪйств1е приложенныхъ силъ на свободное твердое тЪло со 
стоить въ измъненш движения его центра инерщши и въ измнени 
момента количества движешя около его центра инерши, т. е. въ 
измфнени того вращеня около центра инерции, которое имЪфло-бы 
мъето, если-бы твердое тЪло двигалось по ннерцш. ВелЪдетве неиз- 
МЪняемости взаимнаго положешя матер1альныхь точекъ, составляю- 
щихъ идеальное твердое тЪло, упомянутыя измфненя будуть един: 
ственныял, накя приложенныя силы могутъ произвести, ибо чаети 
приложенныхъ силъ, направленныя по взаимнымь разетоящямъ то- 
чекъ неизмфнлемой системы будуть, велфдетве уесловй неизмфняе- 
мости, взаимно уравновЪшены во все время движен!я. 

НзиЪненше движеня центра инерции! пропеходитъ такимъ обра- 
зомъ, какъ если-бы сила, равная геометрической сумиуЪ вефхъ при- 
ложенныхъ силъ, дЪйствовала-бы на матермальную точку, съ массою 
равною массЪ всего даннаго твердаго тЪла (см. & 31). Слдователь- 
но, если всЪ данныя силы приложены непосредственно въ центру 
инерции твердаго тЪла, то онЪ обусловятъ только измфнене движе- 
ня этого центра, не имя вмяшя на вращеше. Въ такомъ случаЪ 
моменть приложенныхь силъ около центра инерщи будеть нуль. Въ 
противномъ случаЪ рядомъ съ упомянутымъ измфненемъ произойдеть 
и измфнене вращеня. Это послфднее характеризуется измфнешемъ 
момента количествъ движеял системы около движущагося центра 
инерции, п измБриетел моментомь приложенныхь силъ около той-же 
Точки. 

Движеше центра пнерии: твердаго тфла совершается по зако- 
намъ, изложеннымъ въ предыдущихъ главахъ, какъ движене мате- 
пальной точки, и независимо отъ того, принадлежитъ-ли этотъ центръ 
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инерши твердому тЪлу, или какой-либо иной систем мателальныхъь 
точекъ. 

Чтобы легче предетавить се0Ъ измфнене вращательнаго движе- 
ня, раземотримъ сначала дЪйствье на твердое тъло силъ мтновен- 
ныхъ. Это дЪйстые будетъь вполнЪ опредЪлено, если даны по вели- 
чин и направлению геометрическая сумма пмпульсовъ, приложен- 
ныхъ къ разнымъ точкамъ твердаго тЪла, и геометрическая сумма 
моментовъ этихъ импульсовъ. Послфдняя изъ упомянутыхъ величинъ 
обусловить измфнеше вращательнаго движеня, а именно будетъ равна 
но величинЪ и направлению приращен1ю геометрической суммы момен- 
товъ количества движеня точекъ твердаго тфла, т. е. приращению ве- 
личины, опредЪленной въ предыдущемъ параграфЪ слагающими %, 2%, 9. 
СлЪдовательно, если №, Л, М будутъ предетавлять слагающия по глав- 
нымъ осямъ инерщи момента импульсовъ, а и®, 3% и № ит. д.— 
соотвфтетвуюния величины до дЪйств1я импульсовъ и послЪ онаго, 
то (сравн. $ 31): 

= —%, М=\-—\М, Х=У-Х. (249) 


Если тфло первоначально въ покоЪ, то очевидно: 
“==, %—=мМ, У--№, (250) 


и, на основани предыдущаго параграфа, мы можемъ непосредственно 
представить себ движение, сообщенное тЪлу даннымъ моментомъ 
импульса. Дъйетвительно, если даны направлеше и величина момента 
импульса, то урр. (250) п (2320) сейчась-же дають поаожеше мгно- 
венной оеп вращеня и величину скорости вращения. Геометрическое 
поетроене, опредфляющее положене мгновенной оси вращеня, оче- 
видно будетъ состоять въ томъ, что, проведя черезъ центръ инер- 
ци прямую въ направленш даннаго момента импульса, мы построимъ 
касательную плоскость къ центральному эллинеоиду инерщи даннаго 
тЪла такъ, чтобы эта плоскость была перпендикулярна къ упомяну- 
той прямой; тогда даметръ эзлинсоида, проходяций черезъ точку 
касан1я, совпадетъ съ мгновенною осью. Что касается до угловой 
скорости ®, то, на основанш (221): 


0 — у и у (237) 


сдЪ МЫ ееть моменть инерши около осн вращен!я, или по (2429): 
в) = ОНТ, (252) 


? 
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тд ОН есть длина полуаметра эллинсонда инерши черезъ точку 
касашя, п у/2Т, тоже на основан (232), получается изъ построе- 
ния такъ, что (рис. 76) 


УТ = ОР.М. (253) 


Цальнфйшее движене совершаетея по инерщи, какъ описано въ предъ- 
идущемъ параграфЪ; т. е. эллипеоидъ инерции, при неизмфнномъ раз- 
отоящи своего центра отъ упомянутой выше плоскости, касается ея 
постоянно точками соотвЪтетвующей полод!ши. 

Если твердое тЪло обладаеть уже нфкоторымъ вращательнымъь 
движешемь въ моментъ ДЪйств!я импульса, то мы должны очевидно 
прежде всего построить геометрическую сумму моментовъ, первона- 
чальнаго (%, №.) и прибавочнаго (1, М, №). Направлене найден- 
ной суммы должно быть перпендикулярно къ плоскости касан!я эллип- 
соида инерщши. Затфиъ, для нахожден!я величины и направленя мгно- 
венной угловой скорости, тотчаеъ послЪ дЪйств1я импульса, повто- 
ряемъ предыдущее построене, при чемъ уже очевидно: 


М — (5 - 2) + + МЕЖ И). (251) 


Иначе, мы можемъ сдфлать отдЪльно два построеня для момента 
(„Я %) и момента (2, М, №), и затъмъ сложить геометрически 
найденныя угловыя скорости, представленныя прямыми линями, со- 
образно съ \13. ДЪйствительно, обозначая черезъ р.’ р... ит. п. 
слагающия по главнымъ осямъ инерщи (при одномъ и томъ-же ихъ по- 
ложеши въ пространствЪ) углоевыхъ скоростей, соотвфтетвующихъ 
моментамъ 


(%- 90, (ЁМ,М), (%990, 
мы, на основани (220), находимъ, что 
%=7,НЫ., Ё=рН,, %=рН, ит. д. 
а такъ какъ 
® = . — р, 
то 
РЕБ -Ь, 9=%-+14, Г=Ъ-И, (255) 
откуда и заключаемъ, что угловая скорость (2,4,”) есть геометри- 
ческая сумма скоростей (725.9, 7) и (2, 9', 7). 
Если мы предетавимъ себЪ импульсы безконечно малыми по ве- 
личинЪ и повторяющимися черезъ безконечно малые промежутки вре- 
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мени, то мы перейдемь къ случаю непрерывно дЪиетвующихъ сить 
и непрерывнаго измбненя движешя твердаго тБза. При этомъ м0- 
ментъ количества движеня № остаетея неизуфннымь по величинЪ и 
направаен!ю только въ течеши элемента времени (#, и сафдователь- 
но. только въ продолжен времени ( эалипеондь пнерциг соприка- 
саетея съ неизмьнною плоскостю, а конецъ оси вращеня перем$- 
щаетея по соотвЪтетвующей полодии. Для салфдующаго элемента вре- 
мени плоскость соприкосновения и полодя будуть другя. 
Пуеть Г, ЛГ, М будуть саагающе моменты приложенныхъ силъ 
а (®. 4% 4% —безконечно малыя приращеня слагающихъ хоментовъ 
количества движен1я. Тогда 
4 — Г, Ф\\ = Ма, ‘ах —= №. (256) 
и если 4р, 44, 4г будуть обозначать приращеня слагающихь угло- 
выхъ скоростей, то очевидно: 
Нар = Г, Н.49 = М, Нд’ = УМ, (257) 


при чемъ (р, 49, 4г суть тамя приращеня слагающихъ угловыхъ еко- 
ростей, камя имфють мЪето незавиеимо отъ приращенш тЪхъ-же 
величинъ, существующихъ вслЪдетв!е продолжающагося движеня по 
инерции; сл$довательно, полныя приращеня получатея, какъ сумма 
первыхъ и послфднихъ. Такимъ образомь мы имЪфемъ возможность 
вычислить повороты даннаго твердаго тфла дая каждаго безконечно 
малаго элемента времени, и, зная способы суммовашя безчислен- 
наго множества безконечно малыхъ перемфщенй, съумЪемъ найти 
повороты, происходяиие въ теченш конечныхъ промежутковъ времени. 


3 о 
- —> -——- 
* т * 


Если АМ будетъ обозначать геометрическое приращене момен- 
та М въ теченш заемента времени 4, а ЛА будетъ величина момен- 
та приложенныхъ силъ, обусловливающихъ упомянутое приращенте, 
то, какъ извЪфетно, направлешя АМ и ЛА совпадаютъ другъ еъ дру- 
гомъ, и кромЪ того; 

АМ — АЛаЕ. (258) 


Пусть ОМ представаяеть (рис. 18) 


ОМ’ представить геометрическую сумму 
М -- АМ. Но моментъь АМ мы можемь то- 
же предетавить, какъ геометрическую сум- 
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му двухъ моментовъ № и 2М', изъ которыхъ первый, совпадая съ 
О.М.’ обусловливаеть только пзуънене величины этого поелфлняго и 
можеть быть разематриваемъ, какъ безконечно малое алгебраическое 
ириращене М момента М. Безконечно малый моментъь 6М', прила- 
гайсь перпендикулярно къ М, изм$няетъ направлене его на уголъ 
((/.. Такъ какъ по безконечной малости 6 мы можемъ принять эту 
линю за дугу круга, описаннаго радуеомь ОМ или ОМ’, то закаю- 
чаемъ, что 


4 — Мах (259) 


и что прибавлене момента МАХ измьняетъ только направлене мо- 
мента М, не имъя вмяня на его величину. Такимь образомъь мы 
находимт,, что 


А == 4М -- Мах. (260) 


Слагаюния момента ЛА, направленныя по МЬ и ВМ' будутъ оче- 
ИНО 


М с050 и М3 б, 
гдЪ 0 есть уголъ между М и ММ. СлБдовательно: 


М == ММ с0о364 и Мах — М зт 60 4. (261) 


ПоелЪднее уравнен1е показываетъ также, что уголъ 4 поворота мс- 
мента будетъ, при однЪхъь и тхъ-же сплахъ, тТЬмъ меньше, чВмъЪ 
больше вращаемый моментъ М. 

Относительное положене момента Ми оси вращеня опред$ляетея 
касательною плоскост!ю эллипсонда инерции, къ которой М перпендику- 
лярно, при чемь ось вращения проходитъ черезъ точку касанёя. Если 
слъдовательно направлене момента не измфняетея, то относительное 
положене оси вращеня остается одно и тоже для каждаго еоприко- 
сновешя эллинсоида инерщи съ неизмфнною плоскостю, какъ въ 
случаЪ вращеня по инерции. Но угловая скорость вращения будетъ 
уже другая, а слЪдовательно и движен!е оси вращеня въ простран- 
ствЪ—тоже другое. Такъ какъ разуфры и форма полоди, по ур. 
(231), опредЪляютея величиною ОР, т. е. длиною перпендикуляра 
изъ центра инерци на неизм$нную касательную плоскость, то въ 
данномъ случаЪ, при одномъ только измфненш величины М, когда 
длина ОР остается неизуфнною, конецъ оси вращен!я будетъ опи- 
сывать на поверхности эланиеоида инерши туже кривую, какъ въ 
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случаъ движеня по инерции’ но скорость движеня полюса по уно- 
мянутой поверхности будетъ иная, велЪдетв1е измфненя угловой ско- 
рости вращен:я;: слЪдовательно, полод1я будеть совпадать послЪдова- 
тельно съ неизмфнной касательной плоскостию въ иныхъ точкахъ. 
нежели `въ случаЪ движешя по пнерцш; т. е. эрполодя не оста- 
нетея одна и таже. 

Что касается до алгебраическаго безконечно малаго приращен1л 
Ч величины угловой «скорости, соотв тетвующаго приращеню (М 
момента, то мы найдемъ непосредетвенно изъ (227)": 


ЧТ = © а П, (262) 
гдЪ 4. есть соотвЪтетвующее приращене кинетической энергиг а 
Нр—моментъь инерщи около оси вращеня, который не измЪняется при 
увеличени момента М, велЪдетв1е того, что углы (ЧМ. 4®) п (Мо) 
одинаковы. При этомь 4 обозначаеть опать излишекъ приращения 
величины в противъ того приращения, которое имЪло-бы мЪето при 
продолжающемея движении по инерци. Съ другой стороны, нрираще- 
н1е кинетической энергш (Г, на основании \ 33, равно работЪ, про- 
изведенной въ соотвЪтетвующй промежутокъ времени приложенными 
‘илами. или въ нашемь случаъ-—парою ЛАсоз0. Если №, М, № суть 
слагающия по ослмъ координатъ нФфкотораго момента силъ <, то. по 
& 39, работа силь, опредЪленныхъ упомянутымь моментомъ, ири 0ез- 
конечно малыхъ вращеншяхь 4х, В, 4, твердаго тъла около осей ко- 
ординатъ, будетъ 
Га -- Мав- Мау. | (263) 


или тавъ какъ, въ случаЪ движешя въ течени времени 4 съ угло- 
выми скоростями 1». 4, Г, очевидно 
= р, @3=04%,  Чу= "Е, 

то приращене кинетической энергш @.Г, обусловленное работой (263), 
будетъ 

АТ == (Гр -— 19 + №) ЧЕ: (264) 
но легко видЪть, что 

Гр - Ма-—- №! = ос соз (с, в) 

велЪЬдетв!е чего вообще 

АТ == © < сов («Ц5.®) ЧЕ. (265) 
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Прилагая предылуций выводъ къ разематриваемому нами случаю, гд\ъ 
Очевидно 


54+ = ЛМ соз Ва = ам. (266) 


05$ (Ц. в») — 03 (М.6}, 


мы Находимь, что 


СТ == в с05. (М, &) АМ. (267) 
Сравнивая это выражене съ (262), находимъ: 
ам 
4% — е0$ (М,6>) т? (263 ) 
или, на основани (227) и (223): 
40 АМ 
М (209 
ы ТИ ! ` - 
мам 2 Слагающий моментъ 2.1 (рис. 79) при 


\  ращешя АМ, изизняющЙ только направ- 
и\\ лен1е момента М на уголъ аХ, разобъемъь 
м’ опять на два момента: де. лежащий въ плос- 
кости момента М иоси ®, исЛР, нерпен- 
дикулярный къ упомянутой плоскости. Если 


« оф будетъ уголь между М.М' и плоскост!ю 
Рис. 19. угла (М,е). то 
С -= ММ' с089 п с М —= ММ т Ф, (210) 
и, На основани (259): 
с — Меозоа/, СМ’ = МятоаА. (280) 


Такъ какъ уголь между направленмемъ момента сМ' п осью вращен!я 
по условю прямой, то, на основанш (265), заключаемъ, что работа 
соотвЪтетвующихъ силъ равна нулю, и что кинетическая энерг!я дан- 
наго твердаго тфла не измфняется, если моментъ приложенной пары 
всегда перпендикуляренъ къ плоскости оси вращеня и момента ко- 
личества движешя. Но если величины Ми Т во время разсматри- 
ваемаго движен!я останутся постоянными, то, на основани (234), не 
должна также измЪняться длина перпендикуляра ОР изъ центра 
инерции на касательную плоскость, проходящую черезъ конецъ оеи 
вращешя. Слфдовательно, полонда, опредЪляемая урр. (235) и (237), 
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останется таже, какъ для влучая дьиженгя но инерции т. е. зааии- 
соидъ инерцш будетъ прикасатьея къ подвижной ицоекости тБхи-же 
своими точками, какнмн онъ привасалея-вы къ неподвижной, и каеа- 
тельная паоскоеть будетъь перемфщатьея въ пространств вуфетф съ 
эчлинеондомъ инерции таким ооразомь, что движене этого ноелфл- 
няго относительно плоскости останется тЪмъ-же, какъ въ еаучаь 
движеня по инерцие но положенше элаинеоида инерщиг въ простран- 
ствЪ будетъ очевидно изуфнятея иначе. 

Наконецъ, приращене энергш, обусловливаемое сзагающихь №9- 
ментомьъ 6с. оудетъ 


(Г —- © ©08 (06, . в 5 
или, такъ какъ 
со (06.6) == т (М 0): 
ЧР ю. зт(М, 6). М е03 о 4%. (281} 
Длина перпендикуляра ОР при этомъ тоже измбняетея, и ел5- 
довательно, измЪняется та кривая, которую полюбъ привращен!е онисы- 


ваетъ на поверхности эллипеоида ннерцш. Называя лриращен!е длины 
ОР черезъ ПОР, мы легко найдемъ изъ ур. (2332), что 


Р.О) в.а, (282 } 


или такъ какъ, по (252) и (323), 
х ОИ. ОР . М 
и такъ какъ (рие. 76) 
ОИзт (Мю) =РИ, 
то 
4ОР=РН. воз фах. (283} 
Полное приращен!е кинетической энерги вращен!я, обусловли- 


ваемое приращенемъ момента АМ, будетъ равно суммЪ приращешй 
(267) и (281), т. е. 


АТ == © с0$ (М,®) АМ { ®.зт (М,®). Меозо.аХ, (284) 


или вообще въ другомъ вид%, на основани (265): 
СР == ® с0$ (АМ, ®) АМ, (284) 
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причемъ очевидно, кинетическая энертя не измБняетея, еели прира- 
щеше ‘АМ перпендикулярно къ оси вращеня. 


< 49. Общя уравненя движеня свободнаго твердаго тбла. 


Мы видфли въ $ 30, (93), что уравненя движешя системы 
матер'альныхъ точекъ получаются изъ условя равновЪея потерлн- 
ныхъ силъ. СлЪдовательно, вводя въ уравнен!я равновЪе1я свобод- 
наго твердаго тЪла ((15), \} 59) на мБето слагающихъ Х, У, Й при- 
ложенныхь силъ слагающия 


Х—т9., Ут, И—ту, 
потерянныхъ силъ, ГдЪ дх, ду. 0» обозначаютъ слагаюнщия ускореня 


соотвфтетвующей точки твердаго тЪза, а т— массу этой точки, мы 
получимъ слфдуюния уравнен1я движеня: 


УХ — 9, ХУ=Ут9, УЙ=Умд, (285) 
>(У2 — бу) -= Хт (9,2 — 9), 
(24 — Хё) -= Ут (9 — 9х2), (286) 


т (Ху— Ух) =Хт(99— 9.2), 


гдЪ алгебраическая суммы берутся по вофмъ приложеннымъ снламъ, 
съ одной стороны, и по вофмъ точкамъ системыр—еъ другой. Но вы- 
раженя (88) ($ 14) намъ даютъ: 


о: „ 4 4 | (ра — й о. 
лтд т (Ш - 9 72) рф ох, 


.  @ Чу он 

Чу == у = 2-Я, (ра 49+ #2) 4-9, (287) 
49 и, (2х - у-- 72) г — "2 
УЕ т т 


ГДЪ /х, у, /» суть ускорен1я поступательнаго движеня; разности, за- 
ар 4 4 
а’ ар а 
тангенц1альныя ускорен!я вращательнаго движен!я, и наконецъ осталь- 
ные члены, зависящ1е отъ угловыхъ скоростей — слагающия центро- 
стремительныхъ ускорешй. Подставимъ теперь выражен!я (287) въ 
(285) и (286); введемъ обозначеня Г, ЛР, №, 4, БВ, С ((11), $40); 
оси координатъ выберемъ, какъ въ \ 45, т.е. неизмЪнно связанными 


висяция отъ угловыхъ ускорешй суть слагающ!я 
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съ ТЬломъ и совпадающими съ его главными центральными осями инер- 
ци. Тогда. помня что суммы 


21уг,  Утор, Утху, т, ту. УЕ, 
при такомъ выборЪ осей координать равны нулю. мы получаемъ 
изъ (285): 
А— рт. В=лхт, С=]рт, (288) 
ГДЪ 7х, 7. 4» Представляютъ очевидно также ускорешя центра инерции 


системы. Точно также урр. (286) дадуть: 


И о. . 
[-=— Н. ПЕ (Ут — №ту?), ит.д, 
Прибавляя и вычитал въ скобкахъ правыхъ частей каждаго изъ урав- 
нен!й, подобныхъ этому послЪднему, соотвЪтетвенно %12”. Ху, та”, 
и помня значешя НЫ, ЯН,.Н. (\ 46), мы получаемъ” 


Г-Н “ан НН). 


а 
М — Н, и (НЫ. —Н,), (289) 
М-Н (т -- 29(Ы, —Н,). 


3 


Уравнен1я (2538) выражаютъ то прежде уже неоднократно ука- 
занное свойство движен!я, что геометрическая сумма приложенных 
силъ измфняеть движен!е центра инерции, какъ движене свободной 
матертальной точки, въ которой сосредоточена вся масса системы. 

Уравненя (239) называются эйлеровыми уравненями, и 
опредъляютъ измЪнене вращательнаго движешя около центра инер- 
ци. Ннтегральное исчислеше учить нась, какъ на основании урр. 
(238), (289) вполнф опредЪлять движене твердаго тЪлда въ томъ 
видЪ, какъ было указано въ $ 15, причемь заключеня & 47 и} 45 
являются частными елфдетыями рЪшен1я этихъ уравнений. Сообразне 
принятому нами плану изложеня, мы ограничимся здЪеь нЪкоторыми 
непосредственными выводами изъ неразрЪшенныхъ урр. (239). 

Первые члены лЪвыхъ частей урр. (289), т. е. 

н 44 ат 
2 4Е` З ЧЕ ` 


р 


Е 290 
Н' Е 3 ( ) 


представляютъ очевидно слагающя по осямъ координатъ момента 
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ускорительныхЪъ тангенщальныхъ силъ, вторые члены, т. е. 


9т(Н,—Н.), Р-Н), рРа(Н- В), (291) 
или иначе на основани (224): 
У — 1% , р — и , 9% — р , (290! 


прелставаляютъ слагаюцщие моменты центростремительныхъ силъ. 0603- 
начая величины (291)' черезь Л, и, у», мы легко найдемъ, ироизводя 
сложенше нижеслфдующихъь произведенй, что 

Ар ча-- уг= 0, 


а (292) 
^л% № -- УХ 0, 


откуда заключаемъ, что моменть (Л. м, у) перпендикуляренъ къ оси 
вращеня и къ моменту (%, %,9%) количества движеня. Ввадратъ ве- 
личины момента (Л, и,\) будетъ очевидно 
2 НН + У? = 
(УЕ 0+ (р — 7) (98—20? 
(И) 8 (+ р") -- 96 (+ 2) 
— 296% — 2 тр — 29а ; 
прибавляя и вычитая сумму 
422 2 -- 920? + Эт2, 
и помня, что 
РН =, 
получаемъ: 
2 21 2 —_ 
Ми -У = 
— 6? (3 -- У 1 92) — (Зр + Жа- ЖЖ? 
== 6 М? — №М?6? с0з ? (М, в) = М2”. чт 2 (М,&), (293) 
откуда видимъ, что откладывая длину М въ направлен!и момента ко- 
личества движен1я и длину &®— въ направлен!и оси вращеня, мы по- 
лучимъ величину момента центростремительныхъ силъ, какъ величину 
площади параллелограмма, построеннаго на упомянутыхъ двухъ ли- 
шяхъ, какъ сторонахъ. 
Умножая урр. (289) соотвЪтетвенно на р 9, ТЕ и склады- 


вал, мы получимъ выражен1я для работы, произведенной системою 
приложенныхъ силъ (С, М, №) въ течени времени 4$, и равной при- 
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ращен:ю кинетической энергии: вращательнаго важеня: т. е. мы 5у- 
Цемъ имЪть: 
ФТ - ГреЕ— Ма — Мта!- 

= Н,рар-— Н.9и9 — Нутат —- (р -- ву — у) аЕ. (291) 

Везичина 
Нар -—- Нда — Нан (295) 

предетавляеть здЪсь очевидно работу тангенц!альныхь ускоритель- 
ныхь силъ. совпадающихь въ каждой точкь съ направлешемъ ско- 
рости; а величина 


(1.р — в -- уг) @ (295) 


представляетъ работу центростремительныхь силъ, которая, на оено- 
вани (292), всегда равна нулю. СлЬдовательно, центростремительныя 
силы только имфютъ вамн!е на измЪнен!е момента количества дви- 
жешя, не измънял кинетической энергии. 

Помня, что (\ 31): 


ГА := 48, Мё= ам, мМ--ах, (297) 
мы можемъ предетавить урр. (289) въ такомъ видз: 
4% = Нар -= ААЕ, 
Ч -= Над — чаф, (298) 
(% — Н.@г — уаё, 


гдЪ ар, 441, Аг суть полныя приращеня слагающихт угловыхъ ско- 
ростей, обусловливаемыя измънешемъ момента М и продолжающимея 
движенемъ по инерщи, т. е. прилагающимея постоянно моментомъ 
центростремительныхъ силъ: Такимь образомъ, приращения, входящ1я 
въ урр. (298), не должно смъшивать съ тфми, о которыхъ упоми- 
наетея въ урр. (257). 


ео щи $ 
"—— < —— 
с“ /т\ .: 


Раземотримъ теперь, какъ въ предыдущемъ параграф, различ- 
ныя части приращеня момента М, направленныя а} вдоль по преж- 
нему моменту М, Ъ) перпендикулярно къ М и кь оси вращеня, п 
с) перпендикулярно въ М, въ плоскости (М). Обозначимъ черезъ 
А.М, А.М, А.М три вышеупомянутыя слагающуя части приращен1я АМ. 
Тогда сообразно обозначешямъ предыдущаго параграфа, по (260), (280): 


А М==4М, АМ=МэвоаХ, АМ =Меоз эаХ (299) 
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п 
АМ = АМ АМ--АМ. (300) 
Если мы далЪфе обозначимь соотвьтетвенно черезь 0,%, 9,9%... 
,®...(:®... проложешя моментовь АМ, А,М, А)М на оеи коорди- 
натъ, то очевидно: 
АМ =— 4% -- 4 Ж--а.%, ит. д (201) 
п ро т того: 
—9% 4% - 4%, аЖж-фаж-ая-аж, 
| (302) 
У — Ч -- а - а.%. 
Такъ какъ направлене А, \ по услов!ю еовпадаютъ съ М, то коси- 
нусы его угловъ съ осями координатъ будуть 
к я 
м м’ м’ 
Умножая уравненя (302) соотвЪтетвенно на вышеприведенныя ве- 
личины косинусовъ, складывая, и замфчая, что велЪфдетв!е перпенди- 
кулярности АМ къ А.М и къ А, М: 


$ У 9 
Ж— а, — 
79° 1:4, ( ига, =, я 
"а И а ЗЖ- 4. = 0 у 
м м “2” = 
и 410: 
за маш мам 
т, 1 — — й 
МАМ ОМ АМ ИМАМ ОТ, (301) 
мы ПОлУЧимЪ: 
$] © УХ , _ 
4% м — а*— м | а —= А.М; (305) 


подставляя сюда величины (4, 4, Ч изъ (298) и помня урр. 
(292), мы получимъ: 


АМ — у [Нар + Зи Н.аа — Н.Я. 
или по (224): (306) 


АМ — -. [На рар — Н,2?9а4 —- Нута»). 
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ВромЪ того очевидно: 


2 а © 
^—. 


= ЧМ, ТОМ, Ча тем. (507) 


Такъ какъ направлее А,\М совпалаеть съ направленемъ момента 
(Л, 4, У), то обозначал 

А -- - У?  черезь 0, (308) 
мы будемь имЪъть соотвфтетвенно слБдуюнии величины лая косину- 
совъ угловъь А.М съ осями координатъ: 


А ‹. У 


(6) . Гб) . [6 . (2093) 
и слЪдовательно: 
) . 
е=рАм, а 5 ум, ар=р Ам. (310) 


Самая-же величина момента А,М получитея, если мы сложимь 
урр. (302), соотвфтетвенно умноженныя на косинусы (309), и обра- 
тимъ при этомъ вниман!е на то, что А) М перпендикулярно къ А. Ми 
КЪ А.М. Такимъ образомъ, мы получимъ подобно тому, какъ получили 


урр. (505): 


л, д 
Ум о --9% 6 +0, (311) 
или, на основан! (298): 
А.М -= о [Н,лар + Над — Нома"|-- Фа. (312) 


бозначая наконецъ черезъ [, 2, # косинусы угловъ направления 
А.М съ осями координатъ, мы опредЪлимъ эти величины изъ тфхъЪ 
условй, что, велфдотв!е перпендикулярности А.М къ А.М икь А, М, 


м. 


7 - И —- ( 
о | тг "ут ), 
(318) 
бои и “0 
‘бттотно= 
и ЧТО 
Ри #2 = {. (314) 


Изъ этихъ уравневй, обращая вниман!е на второе изъ уеловй (292), 
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МЫ ПОЛУучимъ: 


==-Ы “о ‚ (315) 


гдЪ выборъ знака -= зависить отъ того. въ какую сторону вдоль 
по лини иерпердикулярной къ плоскости (А.М, АМ), мы считаемъ 
положительное направлен!е. Опредфливши 1, %, #, мы получимь далфе. 
какъ прежде: 

4. == А.М, Ч = 
и изъ урр. (302): 


пАМ, а%-=иАМ, (316) 


А,М = [Нар - тН,а4 + и Н.4". (317) 


С 
._- 
> 


\$/ 
—————— 
я -— > 


Приращен!е угловой скорости, по величин и направлентю, обу- 
словленное приращенемъь АМ, обозначимъ черезъ А, и представимъ 
какъ геометрическую сумму 


Ао) — до -- 94, 


(318) 
А)? — 46? -- в? 4? , 


ГДЪ 4 обозначаеть алгебраическое приращен!е угловой скорости 
около прежней оси, а ›4=— скорость около оси, перпендикулярной къ 
прежней, которая, прилагаясь къ этой послЪдней, вращаетъ старую ось 
на уголъ де, причемъ 4% и «4 перпендикулярны другъ къ другу. Про- 
ложешя Дю на оси координатъ будуть очевидно Яр, 44, 4г, которыя 
на основании (298) опредълятея, какъ 


м 2 тЫ ах 
причемъь вторые члены лЪвыхъ частей этихъ выражении. 
А д, у 
Ц И: — — а! 320 
Н. | Н 1. я 1, (320) 


представляютъ приращеня слагающихъь угловыхъь скоростей, велЪд- 
стве продолжающагося движеня по пнерцш, т. е.—тЪ приращеня, 
которыя одни имфли-бы мЪсто, если-бы моментъ количества движеня 
оставалея неизифннымьъ по величин$ и направленю; первые-же члены 
ЛЬвыхъ частей выражен (319): 
х ый Хх 
н. п) Я. (821) 
1 2 3 
21 
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представляють приращеня слагающихъ угловыхъ екороетой. обуелов- 
ливаемыя изм$ненемъ момента количества движеня, т. е. длетвемъ 
приложенныхъ силъ. Умножая слагающя приращения (520) соотвт- 
ственно на %® 3. Ж и складывал. мы найдемъ, что 


МА 9% 
= 0, (322) 
И“ Н, "МН, 
вслЪдетв1е перваго изъ урр. (292) и урр. (220); отеюда закаючаемъ, 
что измфнен1е вращеня при движении по инерви происходить отъ 
непрерывнаго приложен!я безконечно малыхъ угловыхъ скоростей 


около 0си, перпендикулярной къ моменту М. 


Обозначая величины слагающихь по осямъ координатъ прира- 
щен! 4 и 4 соовЪтетвенно черезь р, 4'49, Фт" п р, 99, а"", мы 
должны очевидно имЪть: 


ар = Фр Ч, 4941—9999, 4аг=аг- а“. (323) 


Такъ какъ направаен1е оси угловой скорости 4® совпадаетъ съ осью 
скорости @, то 


Фр = бы" ‚ 9491 =4 ь ‚  Фи=- 44° : (224) 


Я, 7 
Умножая уравн. (323) соотвЪтетвенно на", Г 5 складывая иУЪ, 


и замЪчая, что, велЪдетв1е взаимной перпендикулярности 4% И &4:, 
ра"р -- 94'9 - га'т = 0, (325) 
и ЧТо 
Тр р 9499 4’! 
Е. == 0608 (. 4%) = | 3: 
до`ю | до’ Гаю ‘ю (2,4) ) (326) 
МЫ ПОлЛУЧИМЪ: 


1 
© == и (рар -- 949 - та’), (327) 


или вслфдетв!е (319): 


_ 24 , аа\ ‚ха РА Ча 1. | 


«Н, ®Н, ©Н. Н.] ®` 


Ч А Ч 
ми ИТНТИ 


(2528) 


гдЪ первый членъ лЪфвой части обозначаеть приращене величины 
угловой скорости ® оть дЬйстня приложенныхъ силъ, а второй 
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"ленъ—приращенте, при продолжающемся движени по инерщи. 060- 
значая черезъ 0% ту часть приращения а. которая зависитъ отъ 
дЪйств!я приложенныхъ силъ, мы найдемъ очевидно. что 


-- ОИ „4% 
о," ФИ, * «Я. 


х ра® 
с® == 


(329) 


Приращен!е бе, въ свою очередь, можно разсматривать, какъ 
сумму трехъ другихъ: $, дю, 6 :®, зависящихъ соотвфтетвенно отъ 
слагающихъ, &, М.А М, А.М, приращеня АМ момента М. Обращая 
вниман!е на равенства (302), мы найдемъ изъ (329), что 


4%  аа№ та % 
бт + нЕ ый (330) 
и, на основанш (307): 
гр 9 ам 
—=1^— о ани 
о \ И, + , я М 3 
ен „ам (9) 


т. е. результатъ, извфетный изъ ур. (269). Точно также, на осно- 
ван!и (310) и (292), получимъ, что 


\ та 44. | та.% 
0 — т) ®Н, «Н, 
м А.М (382) 
— (АР р и я 2 
| — \АЯ, ТЯ, +8 Н./ ®.О 
или, по (291) и Ви 
‚ (НН, Н:— Н,—Н,^\ сова . сз В. с08-у ® 
би | Н т Н, 7 5 (М,%) — м". (888) 
Наконецъ, точно такимъ-же образомъ получаемт: 
(р та Е \ :М. , 
Ти ТИ) (394) 


Обратимся теперь къ опредъленю величины и направлен!я при- 
ращен!я «4, т.е. величины слагающихъ 4'р, 4'а, ат. На оеновани 
(323) и (324), мы получимъ: 


фр = ар— |. 4%, = 49 — С. ао, т = ди— - 4%: (335) 
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вм 
> 
== 


поставляя сюда величины (4/2, 44, Чг изъ (319), мы вычислимъ зна- 
чешя А”р, 4'9, "т, и затЪмъ найдемъ: 

(==) * == (а"р)* - (4'9)° - (4). (336) 
Но, для большей наглядности, можно вычислить отдЪльно части при- 
ращеня =, зависящия отъ дЪйствя приложенныхъ силъ и отъ про- 
должающагося движеня по инерцш. Для этого приращене Ас пред- 
ставимъ, какъ слагающееся геометрически изъ двухъ: А’, завиея- 
щаго отъ дЪйств!я силъ, и А”, зависящаго отъ продолжающагося дви- 
женя по инерцш, такъ что 

Ав) — Мю А". (337) 

Проложеня приращеня А’ на оси координатъ обозначимъ черезъ 
бр, 64. 6". а проложешя А"ь—черезъ др, 04, д". такъ что 


др—=6р 9, 494=949-—049, @+т==6"-— ди, (338) 
при чемъ, на основани (319): 
Ср = 4 ба —= 4 бу == 9 (339) 
Н' ` Н,’ Н. 
и 
рр, 9 = Ч, т (340) 


КромЪ того очевидно: 
Ао? == 6? 64? -- 672, Ат? — др? 90? ди, 
А? — А? -- А")? — 2А'. А") с08 (А',А" 0). 
Затъзиъ Ат разложимъ на двф части: одну бы, направленную вдоль 
по оси @, и другую ©.0&=—къ ней перпендикулярную; точно также 
А" представится двумя соотвфтетвующими слагающими: до И 6.0, 
такъ что 


(341) 


А! — бе =- © 405, А — 0% +%® .0:, 

А! 2? — 00? | 05. 552, А"? 0ы?-- в. 02. 

Направлен1я со и ды, совпадая съ осью, будутъ очевидно совпадать 
другъ съ другомъ; слфдовательно: 

| 46 — 6% - ды, (342)! 


(342) 


гдЪ, на основани (328): 
0 — ра* , 9а\  та\ж 
— ИН, ‘он, 'о®Н,` 


о [7^, 4 п 
00 — |+ Н, Ти. 6) 


(543) 
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Направлен1я-же ®.0Е и ®.де. лежа въ плоекости, перпендикулярной 
къ оси ®, будуть дфлать между собою нЪфкоторый уголъ (5.0е), 
такъ что величина ихъ результирующей ш4ё опредълитея изъ ур. 


(ФЕ)? == (60)? -- (в0=) — 2 (в6=) (620=) е0$ (6=.02). (344) 


Проложен!я на оси координатъ величин бо, ®.2=, д, ®.д 060- 
значимь соотвфтетвенно са5дующимъ образомъ: 


для б®: р, 94, С’, 
›> (50Е: с'р, С", С", 
(345) 
› 09: Фр, 94, 90%, 
› 60: О’р, 09, д, 
такъ что 
х х о, К ^, ^ х ос, 
рр ор, 694=090- 0", ОУ —= бо", (46) 
др = др -- 9"р, 04=04- 04, 0д'"=д' д 
а также, сообразно съ (323): 
Фр —=бр + од’р, 194—=5'9-9'49, @т=бт-он 
, | (347) 
ЧИ = 6'р Е др, Ча а, Чт ди»: 
кромЪ того очевидно: 
): ’.. 
Фр во, 54=1 5%, "и —= 6%, 
©) (©) ©) 
(348) 


р 1 | 7 
0'} — 50%, 9—1, 9%, 97—00. 


Искомыя величины .6= и ®.0=ё опредфлятся изъ урр. (342), на осно- 
ван!и (339), (340) и {341), елъдующимь образомъ: 
(600=)? —= Ау? — бы? 
4? 4 4%? Гр@8 даж „аб? (315) 
ИВТ ИРТ И? \шИ, ый, Гон.) › 
(620=)? = А"? — 0? 
. 250 
++ зе НИ) о — 
Подставляя въ уравнене (349)  отиетвьнно вмЪето 4%, ЧЕ 4%. ве- 
личины 4,9... 4,3... 4,8 изъ (307), (310), (316). мы ПолУЧчИМЪ 
выражен!я для частей ®дё, &0,ё, ®б.ё приращеня «бе, зависящихь 
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отъ приращенй, А.М, А,М, А.М, момента количества движен!я. Такимъ 
образомъ мы найдемъ: 


6061 ==0., (351) 
к. 12 2 ЗА 12° ГРА ( ту \2 А. №? 
о. .— | _^_ ий и А ВК Ч м” \ 2 
(&5, ) \ :2 -- Н»? — Н.?/ 0? \©Н, р @«Н, | о Н.. 0? : (352) 
о ГР И 7? \ И, дат тп \? 
6065) = А М 1’) 2 
( Е) \Нр? -- Н» - из) 3 \©Н, Г о«Н, Г Я, / А.М (353) 


Наконецъ, направления приращенй ‹бЕ и 0, т. е. ихъ углы съ 
осями координатъ, мы найдемъ, вычисливъ слагающия Ср... др... 
изъ урр. (346). на основашши (339), (340) и (348). ная упомяну- 
тыя слагающия, мы получаем для косинусовъ угловъ направлений 
‹06& И 020= съ осями координатъ соотвЪтетвенно величины: 


№ ь 

о" ста с": 0" 99 ди: —_ 
А ) Юэ х_ п 25 9 9 (854) 

(05 (05 (205 20: 20 (20= 


ГДЬ 6 и 0= вычисляются изъ (349) и (350). 


`у/ ы 
= 
э /^ ‹ 


Имъя веБ вышеприведенныя соотношеня между приращенями 
количества движеня и скорости вращеня, мы можемъ рЪфшить во- 
просъ о томъ, кая должны быть приложены къ твердому тьлу си- 
лы, чтобы произвести т или друг!я, заранфе предписанныя, измЪне- 
н1я скорости вращешя. Разберемъ наиболЪе простыя изъ предполо- 
жен! относительно этихъ измЪненй. 

1) Угловая скорость и направлен!е оси вращения должны оста- 
ваться неизифнными. Тогда очевидно, 42 = 44 = =0, и, на оено- 
вани (319): 

43-= ла, а%\=— а, ай=уаь (355) 
или по (297): 
Г=А. М=ы, М=У; (356) 


т. е. моментъь приложенныхь силъ долженъ быть равенъ и наралле- 
ленъ моменту центростремительныхъ силъ, или другими словами, при- 
ложенныя силы должны уравновЪшивать центробЪжныя силы. Вели- 
чина М приложеннаго момента будетъ очевидно, на основани (293): 


М = = Мо. за (М,5), (357) 
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или, по (2258): 

М = 2Т. ас (М,6). (357) 
Если ТЪло вращаетея равномЪрно около неподвижной оси, то ЛАпред- 
ставляетъ моментъ, обусловливаемый сопротивленемъ этой оси. Рав- 
ный и противоположный ему моментъ будетъ принадлежать силамъ 
давлен!я вращающагося тЪла на ось. Если эт (М,6) =0, т.е. если 
0сь вращен1я совпадаетъ съ одною изъ главныхъ осей инерщи, то 
очевидно и М = 0. 

2) Должна оставаться неизмЪнною только величина угловой ско- 
рости. Тогда очевидно, @'2 = 14 = =0, и, на основами (347) 
и (348): 

бо —- 9% = а& = 0, (358) 
откуда, на основани (328), видимъ, что только одно уравнене опре- 
дЪляетъ три искомыя величины, 1, М, №, велЪдетв1е чего направле- 
не результирующаго момента Л\ приложенныхъ силъ можетъ быть 
выбрано произвольно. Выбирая это направленше параллельно моменту 
количества движешя М (т. е. заставляя АМ совпадать съ А.М), 
обозначая величину такого момента силъ черезъь ЛА,, будемъ имЪть 

о (307), гдЪ АМ = М,.4& и по (328): 


Гр , [. 
М (359) 


Выбирая ЛА параллельно © (т. е. параллельно А, М) и обозначая его 
величину черезъ ЛА,, получаемъ, какъ прежде, изъ (328) и (310): 


М, =о0. (359) 

Наконецъ, выбирая ЛА параллельно А.М, получаемъ изъ (316) и (328): 
(№2 та + пт —_ Ар 449 .). | 

тит и), = НИ ти + (859) 


3) Должно оставаться  пензивнныйт только одно направлене 
оси вращеня. Тогда 4'р = 4"9 = "т = 0, и, на основавши (335), 
4319) и (328): 

ар | ЮГ (У — 2] = 0 
&Н' ы&Н, т _ ®Н, 0? 

д’ М-— в ЕЛ М г (М№М— у) 
им =, (360) 
ат _ Мыб—у ГрЁ-Ю№Ю 4(М-№ , "(М У) 
и — |1 ой “ он, т “я” 


о 
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откуда видимь, что 
- = 5 (361) 


т. е., что результирующий моментъь еилъ (№ — А, А — 4, М— У), 
составленный изъ искомаго момента (№, М, №) и момента центро- 
ОЪжныхъ силъ (-А,—м,— У), цолженъ быть параллеленъ моменту 
количества движеня (®, №№ %), а по величин можетъ быть произво- 
ленъ. Называя эту величину черезъ ©, т. е. полагая 


(7 — ([-- (М (МУ), 
возводя затЪмъ урр. (561) въ квадратъ и екаадывая, получаемъ: 
(7 — (Му) № — 9 


МУ 


велфдетв1е чего заключаемъ, что 
. \ | У у и 
Г=^+ 9х, М = Фу, У ут 9; (362) 


т. е. искомый моментъ (Л, ДТ, М) елагается изъ двухъ: момента цен- 
тростремительныхъ силъ, и нфкотораго момента, произвольной величи- 
ны, Но параллельнаго моменту М. Еели твердое тъло вращается съ пе- 
ремънною угловою скоростю около неподвижной оси, то Л, ц, у бу- 
дутъ очевидно слагающими момента силъ сопротивленя, оказываема- 
го осью вращающемуся тълу. 

4) Угловая скорость не должна измЪнять своей величины срав- 
нительно съ движенемъ по инерщи; т.е. должны быть Ор =6' 0. 
или, по (348), 6®% = 0. СлЪдовательно, слагающя Г, М, № искомаго 
момента силъ ЛА опредЪлятся, на основами (329), однимъ уравне- 
н1емъ: 

+ о. (268) 


3 


Если направлен!е Л/ выберемъ параллельно М, то обозначая вели- 
чину искомаго момента, направленнаго такимъ образомъ, черезъ М,, 
получимъ: Л\, = 0. Если будемъ искать моментъ, параллельный А, М, 
то его величина ЛА, опять опредфлитея по (333) равною нулю, если 
только всЪ моменты инерцш не равны между собою, или если ось 
вращен1я не совпадаеть съ одною изъ осей инерции, когда ЛА, мо- 
жетъ быть произвольной величины. Наконецъ, на оеноваши (334), 
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получимъ также, что ЛА, = 0, еели только 


2 ВА не равно нулю, 
ОНИ РТ 5. 
ибо въ послЪднемъ случа ЛА, можеть быть произвольной величины. 
5) Не должно измфняться направлене оси вращешя сравни- 
тельно съ движешемъ по инерщи. Бъ такомъ елучаЪ очевидно. 
бр —= 6" = 0"у = 0. На оенованш (346). (348) и (339), получаемъ: 
" Г ГГ М  +тм\. 
в Ро цех (364) 
4 Н \щН `оН, ®Н/® 


откуда также, какъ изъ (360), получаемь: 


х ый 
___ р — — 0 — — _, -в 5 


т. е. искомый моментъ можеть быть произвольной величины ©, но 
направленъ всегда параллельно №. 


$ 50. Движене несвободнаго твердаго тёла. 


Общия уравненя движения несвободнаго твердаго тЪла, т. е. 
зависимости ускорен различныхь его точекъ отъ приложенныхъ 
| силъ, получаются, на основами принципа д’Аламбера ($ 30), изъ урав- 
ненй равиовЪс1я несвободнаго твердаго тфла (\ 42), въ которыхъ 
приложенныя силы должны быть замфнены потерянными силами. 
При этомъ величины А,. Л,... будуть, также какъ и въ случаЪ 
равновЪе1я, представлять силы сопротивленя, съ которыми механиз- 
мы, ограничивающ!е свободу тфла, дЪйествують на это послЪднее. 
Упомянутыя сопротивленя, завися въ каждый моментъ движен!я отъ 
величины потерянныхь силъ, будутъ измЪняться во время движешя 
съ измьненемь скоростей точекъ тЪла. ИзелЪдоване свойствъ об- 
щихъ уравнешй движен1я несвободнаго твердаго тЪла выходить изъ 
границъ настоящаго изложешя, велЪфдетв1е сложноети математиче- 
скаго анализа. Поэтому мы ограничимся излфдованемъь простфйшаго 
случая движен1я твердаго тфла около неподвижной оси. 

Вращеше твердаго тфла около неподвижной оси принадлежитъ 
очевидно къ числу обращаемыхъ движешй (\ 32), при которыхъ 
приращене кинетической энергиг измфряетъь работу, произведенную 
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приложенными силами. Кели мы обозначинъь черезь ® угловую ско- 
роеть тфла около его неподвижной оси, черезъь 7-—-разстояне какой 
либо его точки, еъ массою 72, отъ оси, черезь е—ея скорость, то 
кинетическая энергя 1 этого твердаго тЪъла въ данный моментъ вре- 
мени выразится очевидно, какъ 


1 1 , 
ТГ = р Уи? = 5 «Уи и”, (366) 


откуда, называя черезъ Н моментъь инерши тЪла около оси вращения, 
получаемъ: 


Т=-е?Н. (367) 


| — 


Если для какого нибудь первоначальнаго момента времени мы 
обозначимь величины кинетической энерги и угловой скорости че- 
резъ 7, и ®,. то приращеме кинетической энергш, начиная отъ 
упоманутаго начальнаго времени до разематриваемаго выше, будетъ 


Т— т — ь Н(о° — «,’) 3 (368) 


и представить, на основанш \ 33, работу приложенныхъ енль въ те- 
ченш соотвЪтетвующаго промежутка времени. Если разсматриваемый 
промежутокъ времени будеть безконечно малъ, то разности Л—Ф№ и 
«—®, будуть также безконечно малыми величинами, которыя мы 
обозначимъ черезъ 47’ и @®. Въ тапомъ случаЪ ур. (368) Вудетъ 
имфть болЪе простой видъ: 


ат = Н(о — ©, ) 4 5 Н(2ь + 46) 4% 


ИЛИ. такъ какъ 16)? ВЪ СВОЮ очередь безконечно мало въ сравне- 


„ 00? , 
ни съ 4® (пбо отношение т — (в безконечно мало): 
у () 


ЧТ = Ноа®. (369) 


Приращене кинетической энергши (368), или (369), можеть быть 
обусловлено единственно тою слагающею част!ю момента приложенныхъ 
силъ, которая направлена по оси вращеня, ибо, на основании (103) 
($42), отсутетв!е этой слагающей предетавляетъ единственное условте 
равновЪе1я твердаго тЪла около неподвижной оси. Если мы обозначимъ 
черезъ ЛА величину момента приложенныхъ силъ, направленнаго по 
оси вращеня, то ®«ЛЛАЁ будетъ, на основаши (265), работа, совер- 
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шенная упомянутыми силами во время 0 при безконечно маломъ 
угловомъ перемъщен!и в; такъ какъ эта работа съ другой стороны 
измфряетея соотвЪтетвующимъь приращенемъь кинетической энергии, 
то по (569): 

«ЛЛаЕ — Ноа, (370) 
ИЛИ 


МАЕ = Наз. (370) 


Суниируя элементарныя работы по всфмъ безконечно малымъ эле- 
ментамъ времени, составляющимъ данный конечный промежутокъ вре- 
мени, для начала и конца котораго величины угловой скорости суть 
о, п ©, мы получаемъ: 


УоЛЛаЕ = НУоао, (311) 
ИЛИ 
УхМаЕ = НУа®, (371) 
и разыекивая суммы, какъ въ & 3, находимъ: 
Уш/МаЕ — (о —6,2), (372) 
хМаЕ —= Н(® —6в.}. (372)! 


Если величина момента ЛА во все время движеня остается неизм$н- 
ною, то сумма лЪЬвой части ур. (312), берется непосредственно, и 
мы получаемъ: 


М: —= Н(®— в), 373 


0 — у —- м 1, 
гдЪ время { считаетел отъ того момента, когда «= ®,. Такое рав- 
ном%$рное приращенме угловой скорости имфетъ наприм5ръ мЪсто, 
когда приложенныя силы не изм5няютъ ни своей величины, ни нНа- 
правлен1я относительно тЪла, какъ-бы слЪдя за вращающимся тфломъ 
и въ пространствЪ направляясь послЪдовательно различнымъ образомъ. 
Изъ случаевъ измфняющейся величины момента ЛА мы разберемъ 
тотъ, когда взаимно параллельныя внфшня силы, будучи приложены 
во время движен1я тфла къ однфмъ и тЪмъ-же его точкамъ, сохра- 
няютъь свою величину и направлене въ пространствЪ, и измЪняютъЪ 
слЪдовательно это направлене по отношению къ движущемуся тзлу. 
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Въ такомъ елучаЪ съ большею легкострю можно вычислить для каж- 
дой силы сумму лЪвой части ур. (572). т.е. работу; ибо для силы, 
приложенной къ одной и той-же точкЪ и сохраняющей свою величину 
и направаен1е во время движеня этой посаЪдней, работа, совершен- 
ная между двумя положеншями движущейся точки, не завиентъ отъ 
формы пройденнаго пути (\ 35). 


НЪкоторыя изъ положенй твердаго тфла вокругь неподвижной 
оси будуть, при дЪйствш вышеопнеанныхъ епть, положенями рав- 
новЪс1я; именно—тЪ два положен!я, при которыхъ неизмЪнное на- 
правлен1е приложенныхъ силъ будетъь параллельно плоскости, прохо- 
дящей черезъ ось вращеня и центръ параллельныхь силъ; при одном 
изъ упомянутыхъ положенй направлене равнохЪйетвующей дбудетъ 
идти отъ центра параллельныхъ силъ къ оси, что будеть соотвфтетво- 
вать неустойчивому равновЪс1ю: при другомъ положенш направлене 
равнодЪйствующей будетъ оть центра въ противоположную сторону 
относительно оси, что обусловить устойчивое равновЪее. Если силы 
будутъ параллельны оси, то при веякомъ положенш тфла вокругъ 
оси оно будетъ въ равновфеш. При вращени тЪфаа будетъ отлична 
оть нуля работа тЪхъ соотвфтетвующихъ частей приложенныхъ силъ, 
которыя направлены перпендикулярно къ оси. Выберемь два по410- 
женя тЪъла, при которыхъ илоскоесть, проходящая черезъ ось и точку 
приложения равнодЪйствующей, образуеть съ плоскостию устойчиваго 
равновЪе1я соотвфтетвенно углы &, и &, и вычиеслимъ работу прило- 
женныхь силъ между этими положенями, или равную ей работу равно- 
0 дъйствующей. Пусть илоскоеть рисунка (рис. 80) 


Е ^ будет перпендикулярна кт ое, то которой 
9 пусть будетъ въ О; пусть ОС будеть елъдъ 
м плоскости’ устойчиваго равновфея, ©, С’, С" 
й р | `. три положеня центра параллельныхъ силъ, и 
с р } Е— величина части равнодЪйетвующей, перпен- 
“. $ ‚С дикулярной къ оси и направленной всегда парал- 
г’ БУ лельно ОС. Опуская изъ С" и С' пернендикуляры 
Рис. 80. на ОС, легко видфть, что работа силы Р, при 


перемфщен!и центра силъ изъ С" въ С’. будеть Е. ВО, или 
Е.Вр=Е(0,— ОВ) = Е! (08% — с084,), (374) 


гдЪ у есть разстояне центра силъь отъ оси. Такъ какъ выражене 
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(374) опредфляетъ лЪвую часть ур. (372). то мы будемъ имЪть: 


6) — 6)? = 7 (с08 & — с08 %,}, (875) 
откуда видимъ прежде всего, что если первоначальная скорость ®=0, 
ТО 08а >> 608%, На о, т. е. ТЬло будетъ двигаться къ положен!ю 
устойчиваго равновЪс1я, въ которомъ пр1обрфтетъ наибольшую угло- 
вую скорость 


т — воза.) (376) 
затЪмь угловая скорость будетъ уменьшаться до нуля, при отклоне- 
ши на Уголъ а-=х, въ другую сторону отъ ОС, откуда т%ло повер- 
нется назадъ, и т. д. Такимъ образомъ, движене будетъ состоять въ 
колебани около положен1я устойчиваго равновЪе1я, причемъ величина 
угла колебаня—угловая амплитуда— будетъ равна 2. ОпредЪ- 
лить зависимость скорости отъ времени съ помощю простфйшихъ 
функщИ мы можемъ только въ томъ случаЪ, когда отклонене тфла 
оть положения равновЪсля очень мало, т. е. когда веяюй изъ угловъ 
о настолько малъ, что мы можемъ принять разноеть между а и п д 
исчезающею въ сравнении съ обфими упомянутыми величинами, т. е. 
положить: 


. . 9 
в 9х = И Ба - = 


(377) 


Тогда зная, что 


т 9 1 — со х 
= 
2 2 


и что сльдовательно по (377): 


62 
05% —1 — (378) 
мы получимь изъ (375), полагая в -= 0: 
0? — я (а? — 22). (379) 


Наибольшая скорость, при «=0, будетъ 
Ет 


0 Н (380) 
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На нфкоторой прямой отложимь ддшну АР = я, и на АБ. какъ на 
дламетрЪ, построимъ окружноеть (рие. $1). Предетавимъ себЪ нъкоторую 
точку, движущуюся по окружности рав- 
номЪрно, со скоростню ©,. Тогда ско- 
рость © проложен1я этой точки на дта- 


4 дФ ‘ = , 
метръ, оудучи равна проложению ско- 


А 0 6 В Б 
Рис. 81. рости &®, на тотъ-же дламетръ, пред- 


ставитея Въ» видЪЗ: 


р =, с08 ЕДА —=®, зто, (381) 


гдь © есть уголъ между радгусомъ круга, проведеннымъ къ движу- 

щейся точкЪ, и даметромь ЧБ. Но 

о ВО Уж 

И, (382) 
ОЕ 5 


гдь я = ОС. Такимъ образомъ, получимъ изъ (381): 


/- 
в — о Ш "ус: т. (383 


Сравнивая это послЪднее выражене съ (379), видимъ, что про- 
ложен1е точки Ё, находясь на разетояни & отъ центра О, имфетъ 
скорость, величина которой равна величинЪ угловой скорости раз- 
сматриваемаго выше тфла, при его отклонеши на уголъ % отъ по- 
ложеня устойчиваго равновЪе1я. СлЪдовательно, если мы найдемъ 
зависимость отъ времени угла © (рис. 81), то найдемъ искомую завиен- 
моеть отъ времени угловой скорости ®, ибо, по численной величинЪ, 
в) —$Ф. Но замфчая, что дуга БЁ, проходимая точкою равномфрно во 
время $ равна ©., и припоминая величину х, радтуса этой дуги, 
мы находимъ: 


(О Ет 
1 отей/ 
=. —. 284 
` %9 Н’ | ) 
волЪлетв1е чего 


© = ®, тт, (385) 
откуда видимъ, что скорость черезъ  предлениые промежутки вре- 


мени будетъ принимать прежн!я свои величины. ДЪйствительно, по 
истеченш нЪфкотораго промежутка времени =. послЪ времени $, вели- 
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чина скорости будетъ очевидно: 


‚© 
6’ = 6 8 — (1), 
м 


и ®' сдБлаетея равною ©, если 


(Е - 5)“ -- 2, откуда -е-/ Н. (386) 
о ‚2 ©) Ет 
Промежутокъ времени т, по истечеши котораго угловая скорость 
колеблющагося около оси тфла принимаеть свою прежнюю величину 
и прежнш знакъ, называется временемъ полнаго колебания. 
Очевидно, что въ теченит этого времени тЪло, исходя изъ какого-либо 
евоего положения вокругъ оси колебания, поворачивается въ ту и другую 
сторону всего на уголъ равный двойной угловой амплитудЪ. Бепомо- 
гательыый уголъ Ф (381), который носитъ назваюме фазы колебаня, 
измфняетея при этомъ на 2т. ВромЪ того черезъ промежутокъ времени 


т . 
5 всякая скорость даннаго колебаня приметъ тоже свою прежнюю 


величину, но будетъ противоположна первоначальной по знаку. Этотъ 
промежутокъ времени называется временемъ простаго коле- 
бан!я. Очевидно, что во время простаго колебан1я фаза изм$няется 
на полуокружность, т. е. т, а уголъ «— на угловую амплитуду, какъ это 
легко видфть изъ рисунка (81). Выражеше (386) показываетъ, что 
время колебаня не зависитъ въ данномъ случаф отъ величины раз- 
маха, если только эта послфдняя настолько мала, что синусъ ампли: 
туды весьма мало разнится отъ угла амплитуды. Вводя величину т 
въ уравнене (385), мы получимъ, на основани (386): 


21, . 2 
= —— ми — 


©) — +. (387) 


Если параллельныя вилы приложены къ каждой изъ матераль- 
ныхъ точекъ, составляющихъ данное т%л0, и если ускореня этихъ 
силъ одинаковы, какъ въ случа дЪйстыя тяжести, то по & 42 (23)' 
введенныя выше величины Ё и г будуть: 


Е = дут, г=у=-и (388) 


гдЪ ( есть ускореше, х— разетояне центра тяжести т$ла отъ оси 
и <—разстоян1е матеральной точки 2 отъ той-же оси. Для такого 
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случая уравн. (336) обращается въ 


< —- 2 = о — 27: — у. --. (389) 
дтУт 92—75 


Твердое тЪло, колеблющееся подъ дъйствемъ тяжести около непо- 
ДВИЖНОЙ ОСИ, носит название сложнаго малтника. Если мы пред- 
ставимъ себЪ маятникъ въ видЪ одной матемальной точки 7, нахо- 
дящейся на неизмфнномъ разетояниг / отъ неподвижной оси, то для 
такого случая 


Н=тё@, =, Г=т9, 
и (590) 


$17 


Такого рода маятникъ называется простымъ или математиче- 
скимъ. Сравнивая (390) и (389), мы видимъ, что время колебаня 
сложнаго маятника тоже самое, что нЪкотораго простаго, длина котораго 
\ ^2 
Ут тут 


(391) 


Вонецъ лини длины { (391), проходящей черезъ центръ инерщи 
сложнаго маятника перпендикулярно къ оси, опредЪляетъ точку, на- 
зываемую центромъ качания, Если неподвижную ось перенесемъ 
параллельно самой себЪ въ центръ качаня маятника, то время его 
колебан1я будетъ: 


хи =, (392) 


гдЪ НЫ, есть моментъ иннерщи относительно новой оси, а , —раз- 
отояше отъ нея центра тяжести. Но очевидно, и = (—^, и, на оено- 
ван!и (211): 
Н, = (1—т)*Ут-+ Н,, Н= Ут + Н,, 
гдЪ Н, есть моментъ инерщи около оси, проходящей параллельно 
данной черезъ центръ тяжести. Слъдовательно: 
Н, = [(—х)? — 2] Ут + Н= ЦЕ +) хт--Н, 
и по (391}: 
—1(1— 2") т — мУт = КГ х) т, 
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вельдетв1е чего ур. (392) даетъ: 


тт а. [1 

аи м а х: (393) 
9(— т) Ут 9 

т. е. время колебашя отьъ упомянутаго перембщеня оси не измЪ- 

нитея, и новый центръ колебан1я будетъ лежать на старой оси. 


Вращен!е твердаго тЪфла съ угловою скоростю в около оси, 
находящейся въ разстояниг > отъ центра инерции, можно представить 
се0Ъ, какъ вращен!е со скорост№о ‹ около параллельной оси, прохоля- 
щей черезъ центръ инерщи, и вмфетъ —какъ поступательное движен!е 
по кругу радуса х, со скоростшо тю ($ 13, (65). Если-бы твердое 
тЪло было свободно, то упомянутое поступательное круговое движе- 
н1е было-бы обусловлено силою, приложенною къ центру инерции, 


(у)? — — 9% 
направленною къ центру круга и равною ——^ У или то?ут. 600- 
1 


хранен1е-же направления оси вращеншя было-бы въ такомъ елуча\ 
обусловлено парою, моментъ которой былъ-бы перпендикуляренъ къ 
оси и равенъ ($ 49 (357)) Мозша (М). Въ случа существования 
неподвижной оси тфже самыя сила и пара опредзляютъ сопротивае- 
не оси вращающемуся тЪлу. Если ось параллельна одной изъ глав- 
ныхь осей инерщи, то эт (М,%) =0, и сопротивлее выражается 
одною центростремительною силою, приложенною къ центру инерци; 
если кромЪ того х=0, т. е. ось проходитъ черезъь центръ инерции, 
то сопротивление равно нулю. 

Плоскость упомянутой выше пары совпадаетъ, на основаши (292). 
съ плоскостю, проходящею черезъ прямую, проведенную параллельно 
оси черезъ центръ инерци т$ла, и черезъ прямую, проведенную че- 
резъ центръ инерщи параллельно моменту количества движеня М. 
Центростремительная сила при этомъ вообще не совпадаеть съ плос- 
коет!ю пары, образуя съ нею ифкоторый уголъ 4, или съ ея момен- 
томъ— уголь © = : — $. Углы © или { легко опредЪфлятея по данных 
неизиъннымъ положен1ямъ неподвижной оси и лини я относительно глав- 
ныхъ 0сей пнерщи. ДъЪйствительно, зная углы «, В, оси враше- 
ня съ осями инерщи и величину главныхъ моментовъ инерщи, мы 
опредфлимъ изъ (291) или (291)'’ углы момента © съ этими осями. 
т. е. углы момента нашей пары; а затЪмъ, зная эти углы и углы 

22 
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ЛИН у ©ъ тЬми-же осями, легко вычиелимъ косинусъ угла ©. Найдя 
уголь 9, мы разложимъ пару О = Моя (Мо) на лвЪ: одну, рар- 
ную Оято, въ плоскости лини ги 06и, и другую, 0605$ — вЪ 
паоскоети перпендикулярной къ г. Первая пара, выфеть съ силою 


7®?Ут даетъ силу, равную и параллельную только-что упомянутой, 
‚ Ото 

и приаоженную на разетояни =. 
Г } | гот 


новимся на елучаЪ, когда лишя / лежитъ въ плоскости пары, т. е. 
когда $т$ =1. Въ такомь случа сопротивлене оси выразится, 


если тфло колеблется подъ дЪйествьемъ тяжести, силою 


отъ центра инерщи. Мы оста- 


— од. ЕтУт 
го?Ут или по (379): -н” (%0° — &?), (394) 
приложенною, какъ вообще вос веякомъ саучаЪ, на разстояни 
[9 ры 
д—==—— (395) 
гоУт 


оть центра инерция. Но, на основани (3291): 
О — 20, (396) 

ГДЪ 
(2 — 205? 3 е05? у (Н, — Н, }* + с08? -{ со? а(Н,— 1)? 


._ ‚ (397) 
-- 605? 4 05? 3 (Н, — Н,)", 


и при неизмВнномъ положении оси относительно осей инерщи не 
измфняется. Сл довательно: 


и не измЪняетея во время движеня. 


Ч |: у 
=> —=— — }- —- — 
. м“ * 


Раземотримъ еще. въ видЪ примБра, уелов1я равнов$е1я, равно- 
мфрно вращающагося маятника. Предетавимъь себЪ тяжелое твердое 
тЪ10, подвижное около горизонтальной оси, и вращающееся равно- 
мЪрно около нЪкоторой вертикальной оси, не совпадающей съ его 
центромь тяжести. Найдемъ соотношеше между угловою секорост!ю 
и угломь А, на который линя, представляющая растояне х центра 
тяжести отъ горизонтальной оси и при отсутетьш вращеня совпа- 
дающая съ рертикальною осью, откаонится отъ этой поелЪЬдней при 
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вращени. Примемъ для простоты вычиеленя, что горизонтальная 
ось параллельна оси инерщи Н., что ось инерци Н, совпадаетъ 
съ лишею г, а 0сь инерции Н, ей перпендикулярна. Тогда, обозна- 
чая черезъ х, В, у углы главныхъ осей инерщи съ вертикальною о6ью 
вращен1я, мы будемь имЪть, считая направлене оси вращеня по 
направлению тяжести: 


с0оза— т, 088 =—008Х, с08“-=0, 


велЪдетв!е чего и на основании (291) заключаемъ, что направлене 
момента © будетъ параллельно горизонтальной оси и равно 


(НН, —Н,) ©? за Х созХ. (399) 


Моментъ центростремительной силы центра инерши около той-же го- 
ризонтальной оси, являющ!Йся отъ вращеня около вертикальной оси, 
будетъ очевидно 


6022 ут 7.60 ХУт. (400) 
Наконецъ, моментъ силы тяжести около горизонтальной оси будетъ 
дтзт ХУт , (401) 


ГДЪ 0 есть ускорен!е тяжести. Легко видфть, что уголь Х будеть 
сохранять постоянную величину при постоянной угловой скороети в, 
когда моментъ (401) будетъ равенъ суммЪ моментовъ (400) и (399), 
т- е. когда 


(Н, — Н, - 7?) ©? е08 Х, = 97Ут, (402) 


® 


что и представляетъ искомое условте. 


Если въ началЪ вращеня лин!я 7 совпадаеть съ осью враще- 
шя, то веЪ три момента, (399), (400), (401), суть нули, и при даль- 
нфйшемъ вращени линя 7 остаетея неотклоненною. Но этого оче- 
видно не будетъ въ общемъ случаЪ, когда ни одна изъ главныхъ 
осей инерщи не совпадаетъ съ лишею 7. 


— 


$ 51. Ударъ свободныхъ абсолютно твердыхъ тБлъ. 


ИзмЪнен1е движеня тзлъ послЪ ихъ удара другъ о друга долж- 
но очевидно обусловливаться только ихъ взаимною ветр$чею, не за- 
вися оть дЪйствя какой-либо посторонней силы. Поэтому, разема- 
тривая два или нзеколько соударяющихся евободныхъ ТЪлЪ, какъ 


341) Глава Ш. В) ВИНЕТИКА ТВЕРДАГО ТЪЛА. $51 
одну систему движущихея матеральныхь масеъ, мы должны прила- 
гать КЪ этимъ тьламъ всЪ тЪ заключеншя. которыя были выведены 
въ & 21—65 24, \ 31, $ 35 относительно общихъ евойствъ движе- 
н1я свободной консервативной системы. Другими словами, мы должны 
прийти къ заключеню, что какъ во время удара, такъ до и послЪ 
него, останутся неизмънными слЪдующя величины: 1) геометриче- 
ская сумма количествъ движенш вефъхъ мателальныхъ точекъ сиете- 
мы, или, что вее равно, не измънитея движене ея центра инерщи, 
2) моментъ количества движенш, и 3) энеря спетемы. Эта неиз- 
мфнноеть обудетъ вообще имфть мЬето независимо оть того, проиехо- 
дитъ-ли столкновеше абсолютно твердыхъ тЪълъЪ, мягкихъ, упругихъ, 
пли наконецъ жидкихъ и газообразныхъ. Разница будетъ только со- 
стоять въ способахъ вычисленя тЪхъ количеетвъ. которыя должны 
оставаться неизмёнными: такъ, въ случаЪ абсолютно твердыхъ тълъ, 
мы должны принимать во внимане только скорости поступательныхъ 
п вращательныхъь движений, кромЪ которыхъ другихъ и быть не мо- 
жетъ, по самому нашему опредзленио таковыхъ тЪлъЪ., въ другихъ 
тълахъ, кромЪ упомянутыхъь скоростей, должны быть приняты въ 
разечетъь скорости различныхъ частей одного и того-же тЪъла отно- 
сительно другъ друга. Бъ дЪйствительности конечно мы не имфемъ 
ДЪла съ абсолютно твердыми тЪлами, когда наблюдаемъ столкновене 
тЪлъ, отличаемыхъ названемъ твердыхъ: но тьмъ не менфе изелЪ- 
дован!е идеальнаго случая абсолютной твердости имъетъ физическое 
значене, какъ извЪетное приближене къ дъйетвительности, или какъ 
разборъ существенныхь чертъ явленя, при чемь второстепенныя ка- 
чества предполагаются какъ-бы несуществующими. Подобное сообра- 
жен1е мы Должны имЪть въ виду при выводахъ веЪхъ нашихъ заклю- 
ченш объ явленяхъ природы, ибо вообще веЪ устанавливаемые нами 
законы природы суть наши идеальныя представления, относяцияся 
не ко всей совокупности наблюден1й и впечатлън, а Только КЪ НЪ- 
которому идеальному ихъ распредЪленио. 

Неизмнность трехъ упомянутыхъ величинъ, характеризуя вообще 
веякое ДЪйствте Взаимныхъ силъ между массами системы, не относитея 
сяЪдовательно только исключительно къ случаю ударовъ. Поэтому мы 
должны разыскать еще спещальныял условтя, которыя отличили-бы случай 
ударовъ отъ общаго случая дЪйетв!я какихъ-либо взаимныхь силъ. 
Во первыхьъ изъ самаго опредъления удара елЪдуетъ, что измънене 
движешя, обусловливаемое имъ въ каждомъ изъ соударяющихея тълъ, 
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происходитъ мгновенно въ моментъ соприкосновеня. Салдовательно 
ДЪйств1е удара на каждое тЪло эквивалентно ДЪйствю н%котораго 
импульса; величина и моментъ этого посяфдняго опредЪлятея оче- 
видно приращенями величины и момента количествъ движеня соот- 
вътетвующаго тъла. Во вторыхъ, такъ какъ упомянутые импуль- 
сы должны обладать свойствами взаимныхь силъ, то каждому им- 
пульсу (или вообще каждой его части), приложенному къ одной точ- 
кф, долженъ соотвЪтетвовать равный и противоположный, приложен- 
ный къ другой точкЪ. Въ третьихъ, за точки приложеня им- 
пульсовъ мы должны очевидно принять точки соприкосновеня тЪлъ 
при ударЪ. Подъ соприкосновен1емъ тЪлъ въ данной точкъ, т. е. подъ со- 
прикосновенемъ поверхностей ихъ ограничивающихъ, подразумЪ вается 
совпадене въ упомянутой точкЪ элементовъ той и другой поверхности. 
Ударъ обусловливается сопротивленемъ элемента одной поверхности 
перемфщеню элемента другой по нормали къ первому элементу, напра- 
вленной внутрь того тфла, къ границЪ котораго этотъ элементъ прина- 
длежить. Поэтому, въ четвертыхъ, мы должны предположить, что 
ударные импульсы, проходя черезъ точки соприкосновемя соударя- 
ющихся тБлъ, направлены по внутреннимъ нормалямъ къ соотвЪт- 
ствующимъ поверхностямъ въ точкахъ соприкосновеня. 


© \3/_ 2 
> -—— 
г т“ ` 


Вышеприведенныя разеужденя приложимъ къ случаю двухъ 
твердыхъ тЪлъ, соударяющихея въ одной точкЪ. Обозначимъ черезъ 
М  — массу перваго т%ла, 
Н,,Н,,Н,— величины главныхъ центральныхъ моментовъ инерши, 
Ц, 0, щ, —слагаюция скорости центра тяжести по главнымъ цен- 
тральнымъ осямъ инерции непосредственно до удара. 
р. 4, 7, —слагающия угловыя скорости по тьмъ-же осямъ до удара. 
И, 0.,. №, —скорости центра тяжести послЪ удара, 
Р1. 91. 7, —угловыя скорости послЪ удара, 
У’  — величину ударнаго импульса, приложеннаго въ точкЪ 
соприкосновен1я и направленнаго по внутренной норма- 
Ли къ поверхности тЪла, 
[ т, ® косинусы угловъ упомянутой нормали, а слБдовательно 
и импульса, съ осями координатъ, т. е. съ главными 
осями инерции перваго тфла, 
‚5, 1, & —координаты точки соударен1я относительно тзхъ-же осей. 
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ЗатЪмъ помня, что величины слагающихъ импульса по какимъ 
либо направленямъ измфряютъ приращене слагающихъь по т%мъ-же 
направлен1ямъ количества движен!я, и что моменты импульса соот- 
вЪтетвенно измфряютъ приращене моментовъ количеетвъ движен|я, 
мы будемъ имЪть: 


= Ми —ц). ут=М(9—5). Лл-= М - 0), (403) 
(т: —ит) = Н, (в). 
7 (я5 — 1:) =Н, (4—4). (401) 
Л (% —т5) = Н. (г, —"). 
СоотвЪтетвующия величины для втораго тЪла обозначимъь тЪми-же 
буквами со значками наверху: Л.', М. р. р’ и т. д., при чемъ осями 
координатъ будуть главныя центральныя оси инерщи втораго тБла; 
кромЪ того величина ударнаго импульва для втораго тЪла будетъ таже 
'/, что для перваго, но направленная въ противоположную сторону, 
т.е. по внутренной нормали втораго тфла, которая очевидно будетъ про- 


должентемъ нормали перваго тфла, п. по отношеню къ этому послВдне- 
му, будеть внЪшнею. Такимъ образомъ мы получимъ для втораго тЪла: 


= (ии), Ут (0-5), Чи'—Л1' (0—1 '), (405) 
(а — р) = Н. (р), 
5 (п'5' — 1!) = Н, (4'— 9). (406) 
(Ги — тб") = Н. (т! —”). 
Уравненя (403)—(406), не опредЪфляя еще вполнЪ движен!я поелЪ 
удара, позволяютъ едЪлать нЪфеколько общихъ выводовъ. Предста- 
вимъ себЪ нЪкоторую прямую, перпендикулярную къ нормали (1.2, 7); 
пусть ^, и, у будуть косинусы угловъ этой лиши съ главными оея- 


ми инерщши перваго тфла, а Л, \', У-—углы той-же лиши съ осями 
инерц!и втораго тЪла. Тогда по услов1ю: 


Г. — ти + пу=0, ГМ ты пу = 0. 
Умножая урр. (403) соотвЪтетвенно на Л, м, у п складывая, а урр. 


(405) —на А, У и тоже складывая, мы получимъ, помня выше- 


упомянутыя условля перпендикулярности: 
л(и — и) + № (0, — 0) у (№ —10)=0, (407) 
Ми) и — 9 У (0—0) =0, 


откуда видимъ, что проложене приращения скорости центровъ инер- 
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ци соударяющихея тфлъ на линю, перпендикулярную къ общей нор- 
мали`и стало-быть параллельную къ общей касательной плоскости, 
равно нулю; т. е. слагающ!я поступательныхъ скоростей, параллель- 
ныя общей касательной плоскости, отъ удара не мзняютея; слЪдо- 
вательно, ударъ измфняетъ только скорости центровъ инерщи, пер- 
пендикулярныя къ упомянутой касательной плоскости. 

Если нормаль въ точкЪ касаня проходитъ черезъ центръ инер- 
цш ударяющагося тла, положимъ перваго, то очевидно: 


велЪдетве чего лЪвыя части урр. (404) обращаются въ нули, и 
мы имъемъ: 
В. —Р, 9, —@, 7 ==Х, 

т. е. въ такомъ случаЪ угловая скорость ударяющагося тЪла не из- 
мфняется отъ удара. Тоже самое скажемъ и о второмъ т%лЪ. Въ 
однородномт шарЪ веякая нормаль направлена къ центру ннерщи; 
слЪдовательно, при ударЪ однородныхъ шаровъ другъ о друга или о 
друг!я тЪла мЪняются только скорости ихъ центровъ, а вращеня 
остаются неизмЪнными. 

Умножая урр. (404) соотвЪфтетвенно на [2% и и складывая, а 
урр. (406)—на Г, ж’, я’, мы получимъ: 

ЕН, (21 — 2) тН, (9. — 9) --иН. (", —")=0, 
ИНу (р'—р') -тН,(9'—9') + Н.(т/—")= 0, 

откуда заключаемъ, что моменты количества движения, зависяще отъ 
вращательнаго движеня и прибавляющиеся послЪ удара къ соотвЪт- 
ственнымъ моментамъ того и другаго тфла, параллельны общей ка- 
сательной плоскости въ точкЪ соприкосновеня. | 

Приведенныя выше двфнадцать уравненй, (403)—(406), содер- 
жатъ тринадцать неизвЪетныхъ: ц:, 0.:, 1.1, 21, 9, И, И, 0.', №, 
р. Ч. т:, 9, для опредфлен!я которыхъ мы должны прибавить три- 
надцатое уравнене, выражающее неизмнность инерги *), т. е.—од- 
ной только кинетической энерги, ибо потенцщальная энергя для 
твердыхъ тфлъ, не дъйствующихъ другъ на друга во все время дви- 
женя, равна по $ 45 нулю. Припоминая выражене кинетической 


*) Неизмфнность количества движен1я обоихъ твлъ и момента выражается, 
какъ легко видЪть. предыдущими уравнен!яии. 


(407) 
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энерми твердаго тЪла (225) и полагая приращене кинетической 
энери обоихъ тфлъ равнымъ нулю, мы получаемъ: 


мб в) + (ой 14) + 402 — №) 
ТИ (ЕН, (аР- ФЕН, (п) 
Та 21 91 (408) 
М ще ие) + (9? — 92) + (9, — 0) 


у 1 1 
то Н'' (р, ” — р”) — р Ну (4, ° — 4?) — 5. (и, — ") —0. 


Уравненю (408) можно дать еще другой видъ, выражая на основа- 
ни (121)' ($ 33) приращен!е кинетической энергии съ помощю ра- 
боты импульса. Такъ какъ импульсъ « приложенъ къ одной точкЪ, 
то суммоване въ ур. (121)' должно быть опущено. Называя че- 
резъ №, ©, №, и., 8, 1, слагающя скорости до и послЪ удара точ- 
ки соприкосновеня перваго тфла и черезъ тфже буквы со значками— 
скорости точки соприкосновеня втораго тфла, мы будемъ имЪть, 
опредфдивши по (121)' работы импульса «Л, дЪйствующаго на первое 
тЪ10, и такото-же импульса У, дЪйствующаго на второе т$ло: 


и а в (1093 
и! ,=0, 
2 2 


или такъ какъ на основан!и (195) ($ 45): 
и == —- 71 — 9%, ит. п., 
и — И, 71—94, ИТ. п., 
и Ни — 9, ит. п., 
то уравнене (409) можетъ быть представлено въ видЪ: 
[и, и -- 1(, + ^) — 5 @, + 9] 
т, Но-Не (р + —8 0 + г) 
т и, + ®-- 5 (4, + 9) — 1 +2) (416) 
— р [Ц -- 11’ -|- т (и, -- и’) _—_ & (а: --а')| 
нет [б-р ва - и) 
- и [1 '-- "+ 5(а'-- 97) — те). 


*) Уравнен1я (409) и (410) можно непосредственно получить изъ (408). на 
‚ основан!и урр. (403)—(406). 
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Обозначая черезъ ГиЙ.. для перваго т5ла до и поел удара, 
проложен1я скорости точки соприкосновен1я на направлене нормали 
къ поверхности тЪфла въ той-же точкЪ, а черезъь 7'и Г,’ —подоб- 
ныя-же скорости по тому-же самому направлен!ю дая втораго тъла, мы 
будемъ имЪть: 

[и Е то ив = -Е У 
ри им == ЕЙ и. т. Дд., 
велЪдетв!е чего ур. (410) даеть: 
ИИ — (7,7), (411) 


откуда видимъ, что относительная скорость точекъ соприкосновеня 
по нормали сохраняетъ свою величину послЪ удара, но м$Вняетъ при 
этомъ свой знакъ. 


%\4/ г 
° —>\*- бб 
< 7 ф5 


Если соударяющуяся матер!альныя системы не обладаютъ свой- 
ствами абсолютно твердыхъ тФлъ, т. е. не предотавляютея неизмЪ- 
няемыми, то вообще воЪ вышеприведенныя уравненя перестаютъ 
имЪть значене, ибо ими не будутъ уже выражаться законы сохраненя 
количества движеня, его момента и сохранен1я энерг!и; а движен1я си- 
стемъ не будутъ состоять только изъ поступательныхъ и вращатель- 
ныхъ. Бъ частныхъ случаяхъ однако нЪкоторыя изъ прежнихъ урав- 
нен!й могутъ сохранять свои значеня. 

Урр. (403) и соотвЪтетвенно (405) всегда будутъ имЪть зна- 
чене, если подъ скоростями и, и! ит. д. мы будемъ подразумЪ вать 
строго скорости центра инерши, а не той матерлальной точки, ко- 
торая совпадала центромъ инерщи системы до удара. Оба упомяну- 
тыя поняття однозначны въ случаъ непзмняемой системы, когда 
центръ инерщи не изм$няетъ своего положения относительно различ- 
ныхъ частей системы, но дааются различными, когда части системы 
подвижны. Однако можетъ случиться, что посл» перемфщенй, выз- 
ванныхъ ударомъ, центръ инерши претерифвшей ударъ системы не 
измфнить своего положен!я относительно ея частей. Тогда урр. (403) 
и (405) будуть имфть силу въ томъ-же значенши, какъ для твердаго 
тъла, т. е. скорости и, 0, и т. д. будутъ относиться къ одной и 
той-же матер1альной точкЪ системы до и посаЪ удара. 

Подобнымъ-же образомъ урр. (404) и (406) только тогда мо- 
гутъ быть примнены къ тфламъ, деформирующимся при ударЪ. когда 
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моментъ количествъ движенш, обусловливаемый всякими другими пе- 
ремфщенями частей тЪлъ, кромЪ поступательныхъ и вращательныхъ, 
для каждаго тЪла опредЪлитея равнымъ нулю до ип послЪ удара. 
Что касается до уравненя (408), то оно ни въ какомъ слу- 
чаъ не выразитъ неизмЪнноеть энергш, если только послЪ удара бу- 
дуть имЪть мЪето иныя новыя движен1я, сверхъ поступательныхъ п 
вращательныхъ, ибо величина кинетической энергии этихъ движенй, 
выражаясь суммою существенно положительныхъ членовъ, можетъ 
быть равна нулю и не пыфть влявя въ ур. (405). только когда 
каждый членъ суммы равенъ нулю. т. е. когда каждая изъ лишнихъ 
скоростей каждой точки равна нулю. Штакъ, чтобы вычислить дъй- 
ствительныя величины кинетической энерги до и послЪ удара, нуж- 
но знать скорости частей ударяющихея тЪалъ относительно другъ 
друга для каждаго тфла. Но вычислить упомянутыя относительныя 
скорости мы можемъ только тогда, вогда намъ извЪфетенъ вполнЪ 
механизмь скрЪиленя частей даннаго тфла другъ съ другомъ, что 
не всегда имфетъ мЪфето. Тфмъь не менфе на основами нЪкоторыхъ 
опытовь мы можемъ сдЪлать заключене, если не 0 механизмЪ 
строения ударяющихся тЪлъ, то о соотношени между величинами 
ихъ видимой кинетической энерги до и послЪ удара. Именно, еще 
Ньютонъ наблюдалъ измфнен!е скоростей при ударЪ тьлъ неабеолют- 
ной твердости, и нашелъ, что относительныя скорости шаровъ изъ 
различнаго матерала при центральномъ удар не остаются однЪ и 
тъже по величинЪ до п послЪ удара, но для шаровъ изъ одного и 
того-же матерлала сохраняютъ однако другъ къ другу постоянное от- 
ношен!е. ПозднЪйция наблюден1я подтвердили это заключене Ньютона: 
такъ, для шаровъ изъ прессованой шерсти уменьшен1е величины от- 


.. .. 5 
носительной скорости послЪ удара найдено въ з разъ, для желЪза-— 


я 


почти тоже самое, для стекла— въ г разъ. Перенося упомянутое 
опытное заключен!е на относительныя скорости по нормалямъ точекъ 
соприкосновен!я ударяющихся тЪль, и называя черезъ е коеффищентъ 
уменьшеня этой скорости (коеффицентъ возстановлен!я). 
при чемъ всегда е<1, мы можемъ замфнить для случая неабсолют- 
но твердыхъ тЪлъ ур. (411) слЪдующимъ: 

е(У— т)=— (7—7, (412) 
велъдетв1е чего урр. (409) и (410) должны быть измфнены, и въ 
величины, которыя въ нихъ относятся ко времени до удара, должны 
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быть помножены на е; т. е. величины: и, 0...2, 90...10... Чи 
т. д. должны быть замфнены черезъ: ец, е0...ер, ей... ит. д. 

Если е=0, т. е. если слагающия скорости точекъ соприкоеновеня 
по общей нормали дЪлаютея поелЪ удара одинаковыми, то т№ла на- 
зываются абсолютно мягкими. Предположимъ, что два мягк я тЪла, 
столкнувшись, измфнили свои прежшя поступательныя и угловыя 
скорости и...р...\...['... на скорости 1...р,...Ц,...Р.'...; 
тогда, какъ выше сказано, соотношеюмя между скоростями до и по- 
слЪ удара опредъляются урр. (403) —(406), и кромЪ того— елЪдую- 
щимъ уравненшемъ, которое получается введеемь въ тр. (410) мно- 
жителя е = 0: 

(И и, -— 691) #8 (0, р, — 571} 
7 (0, — 54 — 12) 
Ра — 69) + тер! — 8) (413) 
—- п'('-- 9—1") —0. 

Изъ тринадцати урр. (403)—(406), (413) опредфлится, кромЪ двЪ- 
надцати величинъ, относящихся къ скоростямъ, еще величина импуль- 
са У. Найдя эту послфднюю величину, предположимъ, что на каждое 
изъ ударившихея тЪлъ непосредственно послЪ мягкаго удара подЪй- 
ствовалъ импульсъ е./, приложенный къ ихъ соприкасающимся точкамъ 
также, какъ прежде /. ВелЪдотв!е такого импульса скорости и... р:... 
и... 2: обратятся въ ц,..р,...1,...1р,..., при чемъ, такъ какъ 
величины и моменть импульса измфряють величину и моментъ при- 
ращен1я количества движен1я, мы будемъ имЪть слъдующия соотношения 
между величинами | И.: 


е — М(и, —и,), ет == М (5, —0,), ев = М (%, — №). 
е] (тк — пт) = Н.(р.— р), 
е] (и* — 1#) = Н,(4,—4)), (414) 
е Г (д —т&) = Н. (7 —*)), 

и подобныя-же уравненя для другаго тЪла. Складывая урр. (414) и 
имъ подобныя съ соотвЪтетвующими урр. (403) — (406), мы находимъ: 
1-91 = М(и, —и), (+01 =Мо,-— 5), 

(1+ ду” = М(®, —%), 
(1 е)/Р (т; — ит) = Н, (р, — р), 
(1-е) Ли(иб — 1) = Н, (9, —9), (415) 
аи —и = Но, 


> 
Н> 
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и подобныя-же уравненя дая втораго т5ла. Вромь того изь тЪхъ- 
же урр. (41+), (403)—(4+06) мы находимъ, что 

(и, —Ц)= и, М, 60 —0)-=9,--0, 6е(№—№)-9,—, 4163 
(р. —р) = р.—, 2(1 —@)=45.—@, е( — и), — И, 


и подобныя-же уравненя для втораго тЪфла. Изъ урр. (416) и имъ 
подобныхъ мы получаемъ, на основани ур. (413), изъ котораго 
искаючимъ воЪ величины со значками , внизу: 


Пц, + о -- (и, + 67) — 5 (9, — 64) 

— то, Нео -- (р, - ер) — (и, = "| 

= и, ти - 5 (4, + 99) —п (р, = 69) (417) 
== Ищу ем! а, в") — а, — 29) 

== [5-е + к’ (ру - вр) —& 


ея’ [,! ео’ $ (ау + 60°) — и (ру -ер)] = 0. 


(и -= ет" )| 


Уравнен!е (417) есть ничто иное, какъ услове (412), въ кото- 
ромъ состоян!ю тЪль поелЪ удара соотвфтетвуетъ теперь состояне 
поелф втораго импульса е/. Другими еловами, если-бы разсматри- 
ваемыя тфла не были абсолютно мягкими, то посаЪ удара другъ о 
друга они пртобрЪли-бы такля-же скорости, какя они пртобрфтаютъ, 
будучи абсолютно мягкими, отъ совмЪотнаго дЪйствя удара и доба- 
вочнаго импульса е/. Такимъ образомъ, дЪйств1е удара при етолкно- 
венш неабсолютно твердыхъ тфлЪ мы можемъ предетавить себЪ рас- 
падающимея на два безконечно малые, непосредственно другъ за 
другомь слБдующие пертоды: въ первомъ пертодЪь тала сдавливаютъ 
другь друга съ еилою импульса «/; при этомъ очевидно они деформиру- 
ются, и относительная скорость: ихъ точекъ соприкосновеня умень- 
шаетея до нуля; въ результатЪ пруобрЪтается ими такое движене 
(или импульсъ къ такому движен1ю). какъ будто-бы они были абсо- 
лютно мягкими, но это пр1обрфтенное движене не остается за ними, 
а тотчасъ-же мЪняетея во второмъ перодЪ удара, когда тфла, воз- 
вращаясь къ своему прежнему виду подъ дЪйетв1емъ упругихъ силъ, 
вызванныхъ деформащею, продолжаютъ давить другъ на друга съ 
силою меньшаго импульса е/, при чемь относительная скорость ихъ 
точекъ соприкосновен1я продолжаетъ убывать, принимая значеня 
меньшия нуля, т. е. иначе—возрастаетъ, перемфнивши знакъ; это из- 
мфнене скорости продолжается до тъхъ поръ, пока она не приметъ 
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величину е-кратную первоначальной скорости, но съ обратнымъ зна- 
комъ. Въ частномъ случаЪ, когда е-=1, тЪла давятъ другъ на дру- 
га также во второмъ пертодЪ удара, какъ и въ первомъ, и ихъ точ- 
ки соприкосновен1я пр1обрфтаютъ наконецъ первоначальную относи- 
тельную скорость. но только съ обратнымъ знакомъ. Тая тЪфла на- 
зываютея абеолютно упругими и результатъ ихъ соудареня оче- 
‘видно тотъ-же, какъ и абсолютно твердыхъ тЪлъ. Абсолютно упру- 
я тфла хотя и деформируются во время удара; но какъ до него, 
такъ и поелЪ. точки ихъ не отличаются никакими иными скороетя- 
ми кромЪ такихъ, какя свойственны абсолютно твердымъ тЪламъ; 
отсюда и тождество послЪфдетв!й удара. Вообще какя-бы ни сталки- 
вались системы и какими-бы скоростями ихъ матерлальныя точки не 
обладали, результатъ ихъ столкновеня будетъ очевидно тотъ-же са- 
мый, какъ абсолютно твердыхъ тфлъ, если при ударЪ не измЪнитея 
относительное движене точекъ каждаго тЪфла отдЪльно, и ударный 
пипульсъ будетъ имфть влиян!е только на поступатёльныя и вращатель- 
ныя движения *). Въ иныхъ случаяхъ упомянутыя внутренн!я дви- 
жения подлежатъь вычислению и измфрению, какъ напримЪръ, при от- 
носительномъ перемфщен!и частей упругихъ или жидкихь ТЪль; въ 
другихъ случаяхъ не предотавляетсл достаточно данныхъ для ихъ 
опредЪлен1я; но тЪмъ не менЪфе и тогда ихъ существоваюме не подле- 
житъ сомнънтю, если коеффищентъ е при ударЪ отличенъ отъ единицы, 
ибо въ такомъ случаЪ существующая убыль кинетической энерг!и 
видимаго движен1я должна по закону сохранения энерг!и пополниться 
или кинетическою энергею новаго какого-либо движеня, положимъ 
для насъ непосредственно и незамЪтнаго, или приращевнемъ потен- 
ц!альной энергш, которое опять впослЪдетви можетъ превратиться 
въ кинетическую энергею. Наблюдая, что при удар неабсолютно 
твердыхъ и упругихъ тфлъ убыль кинетической энергии видимаго 
движен1я всегда сопровождается ихъ нагр$вашемъ, и притомъ— всег- 


*“) НЪкоторые авторы. какъ Ро13з0п и Ро!130(, допуская возможность сохра- 
нентя абсолютной величины относительной скорости точекъ соприкосновен1я толь- 
ко при удар абсолютно упругихъ тЪлъЪ, считаютъ вопросъ объ ударЪ абеолют- 
но твердыхъ т$лъ неопредвленнымъ, ибо не обращаютъ вниман!я на необходи- 
мость приложен1я къ этому случаю закона сохранен1я энергли. Пока настоящее 
сочинен1е приготовлялось къ печати, въ КЛевскихъ Унив. Извъет1яхъ (№ 1, №3. 
1883 г.) появились статьи Ф. и Н. Мацонъ, въ которыхъ высказываются тЪже, 
нфеколько отличные отъ общепринятыхЪъ. взгляды на ударъ абсолютно твердыхъ 
тлъ, какъ и въ настоящемъ параграфъ. 


Сух 
>> 
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да въ опредзленномь отношеши къ убыли энерии, мы приходимъ 
къ заключеню объ эквиваленщи тепла и энергш, къ предетавленгю 
о тепловомъ состояюи, какъ о состояши движеня, о чемъ будемъ 
имфть случай при дальнЪйшемъ изложении говорить подробнЪе. 


® %\4/ ы 
- = = =—— 
ит“ “) 


Ударъ твердаго тфла объ абеолютно неподвижную поверхность 
предетаваяетъ частный случай удара двухъ твердыхъ тфаъ. ДЪйстви- 
тельно, мы можемъ представить себЪ данную неподвижную поверх- 
ность, какъ границу нЪкотораго твердаго тЪла безконечно большой 
массы, которое до удара находится въ покои съ которымъ стал- 
киваетея другое тЪло конечной массы. Въ такому случаю будутъ при- 
ложимы урр. (403) —(406), въ которыхъ должно массу одного изъ 
тфлъ, положимъ втораго, и слфдовательно его моменты инерщ1и при- 
нять безконечно большими. Но разм$ры втораго тЪла нЪть надобно- 
ети при этомъ предполагать безконечными. Такъ какъ первое тЪло 
конечной массы получаеть по предположеню конечныя измфненйя 
своей скорости, то величины импульса / и его момента должны 
остаться конечными. СлЪдовательно, дЪля правыя и лвыя части урр. 
(405), (406) соотв$тетвенно на безконечно большя величины М’, 
Н', Ну, Ну, мы получимъ въ лфвыхъ частяхъ безконечно малыя 
величины, и пр№демъь къ закаючен1ю, что 

М О р = Ч =" =0, 
г. е. что, второе тЪло не измЪнитъь своего движен1я, и останется 
въ покоЪ послЪ удара, если было въ таковомъ до удара. СлЪдова- 
тельно. если масса одного изъ сталкивающихся тЪлъ безконечно ве- 
лика, то это тфло, будучи неподвижно, производить во время удара 
дЪйств!е неизм$няемой преграды. Такимъ образомъ, въ случаВ удара 
твердаго тфла о неподвижную поверхность семь подлежащихь опре- 
дфаеню величинъ: ц., 0, №, р, 91, 7..9, найдутся изъ шести урр. 
(+03) и (404), къ которымъ должно быть присоединено еще ур. 
(411), обращающееся при данномъ случаф, когда 7'=И,-=0, въ 
У—=— РТ, 
ИЛИ (418) 
ити) т (о) — п(6- в) =0, 
откуда видимъ, что скорость точки соприкосновения, перпендикуляр- 
ная къ неподвижной поверхности, послЪ удара измфняетъ свое на- 
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правлен!е въ прямо противоположное, сохраняя прежнюю абеолютную 
величину. 

Пусть 95 будеть елЪдъ элемента поверхности, о который уда- 
ряется тЪло (рис. 83), АБ-—направлене и величина скорости точки 
соприкосновен!я. Разлагая эту екороеть на двЪ: нормальную ЯМ и 

В, М тангенцальную 47, и замЪфчая, что по ур. (+18) 
первая измёнитея послЪ удара въ прямо проти- 
воположную и равную АХ,, а вторая останется 


р А ‹ Прежнею, мы получимъ величину и направление 
| ^ скорости точки соприкосновения песлЪ удара, 
| д _ представленную лишей .4Б,, лежащею въ одной 
и у плоскости еъ нормалью №,М№, при чемь уголъ 
ы ы №, АР, равенъ углу УАБ. 

Рис. 82. 


Если нормаль въ точкЪ касан!я проходитъ 
черезъ центръ инерщи ударяющагося тЪла, то уравн. (415) имфетъ 
также мЪето и для скорости центра инерщ!и, которая представляетъ 
собою въ тоже время поступательную скорость точекъ т$ла. СлЪдо- 
довательно, въ такомъ случа мы приходимъ тоже къ заключению, 
что поступательныя скорости до и посл удара будуть лежать въ 
одной плоекости съ нормалью и образовать равные углы съ обоими 
противоположными другъ другу направлешями по этой послЪдней. 
Плоскости, въ которыхъ лежать скорости до и послЪ удара, и нор- 
маль, называются плоскостями паден1я и отражения; соотвът- 
ственные углы ©ь нормалью— углами паден1я и отражения. 
Итакъ, для точки соприкосновен1я всегда плоскости 
паден1я и отражен1я совпадаютъ другъ съ другомуъ, а 
углы паден!я и отражен!я равны другъ другу. Для по- 
ступательныхъ скоростей тотъ-же самый законъ будетъ имЪть мЪето, 
только когда нормаль проходитъ черезъ центръ инерщи; но при этомъ 
плоскость отражен!я поступательной скорости вообще конечно не 
совпадетъ съ плоскостию отражения скорости точки касаня. 
Въ случа неабсолютно упругаго тфла АМ, =6АМ (рис. 83); 
но такъ какъ вее таки № В, = МВ, то 
&МАВ МВ МВ, 1. 
ю№М АБ МА’ МА ее’ 
т. е. въ такомъ случаЪ плоскости паденя и отражен1я совпадаютъ, 
и тангенсы угловъ паденя и отраженя находятся въ постоянномъ от- 
ношенш. 


(419) 
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Наконецъ легко видЪть, что при ударЪ абсолютно твердаго тз- 
ла 0 неизмЪнную поверхность его кинетическая энерг!я не измЪ- 
няетея, ибо работа импульса „/ равна нулю, какъ это видно изъ вто- 


раго ур. (418), котораго лфвая часть, умноженная на 5 „7, предста- 
вляетъ работу импульса. Величина геометрической суммы количествъ 
движен1я и ихь моменть очевидно въ данномъ случаЪ получаютъ 
приращеня, слагающия которыхъ и опредфляютея непосредетвенно 
уравненями (403), (404). Наобороть урр. (403), (404), (418) мо- 
гуть быть выведены непосредетвенно, независимо отъ рЬшеня во- 
проса объ ударЪ двухъ тЪлъ, если мы обратимъ вниман1е на то, что 
неизмЪнная поверхность должна представлять сопротивлене всякой си- 
лЪ дЪйствующей къ ней перпендикулярно, и что ударъ не измфняетъь 
энергию системы. 


е 4 + 
и — к — —_ хз 
| Ч») 


Для примфра вычислимь скорости поелЪ удара въ томъ случа, 
когда нормаль въ точкЪ соприкосновен!я двухъ соударяющихся тЪлъ 
проходить черезъ ихъ центры инерции. Выберемъ координаты таЕъ, 
чтобы одна изъ осей, положимъ ось 2-овъ, совпадала съ нормалью 
въ точкЪ соприкосновеня. Эти оси вообще не будутъ параллельны 
главнымь центральнымь осямъ инерщи того или пругаго тЪла, но 
въ случаЪ однородныхь шаровъ, такая параллельность будетъ всегда 
пифть мфето, ибо для однороднаго шара моменты инерции одинаковы 
относительно веЪхъ осей проходящихъ черезъ его центръ. ВромЪ 
того пусть 0бЪ системы координатъ, къ которымъ относятея урр. 
(403)—(406), будуть параллельны другъ другу, и 06ь 2-08Ъ одной 
системы служить продолженемъ той-же оси другой. Бъ такомъ елу- 
чафЪ мы должны въ упомянутыхъ уравнемяхъ принять: 

1—1, тяни ==! =0, (= 1, ИЯ = 
велфдетв!е чего получаемъ: | 
) —0—=\ —Ф=и —2=0 —9=и —т=0 
ев, а ИИ р о (420) 
1 и: И р=а та, 


т. ве. извъетный уже результатъ, что угловыя скорости и поступа- 
тельныя скорости, перпендикулярныя къ нормали, не изм$няются уда- 
ромъ. ВромЪ того первыя изъ урр. (403) и (405) дадутъ: 


Ми) = — М (ии), (421) 
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а ур. (412) дастъ: 

си — и) — (ии). (422) 
Изъ этихъ двухъ уравненй получаемъ: 
Ми + Лии — е (и -- и) 


= ММ 
(428) 
Ш АТИ + Ми фе М (и! — и) 
г — ММ 
Если М—= М'. ие =1, то 
ии ии: (424) 


т. е. тфла обмфниваютея своими скоростями. 

Полныя результирующуя скорости послЪ удара мы найдемъ, скла- 
дывая найденныя въ урр. (423) съ оставшимися неизмфнными скоро- 
стями 9, №, для одного тфла, и’, №’ для другаго. 


е 34 © 
К. Ща 
—>—*ж5——- 


Обратимся теперь къ случаю, когда сталкиваются н%околько 
тьлъ, при чемъ каждыя два тфла ударяются другъ о друга вообще 
нЪсколькими точками. Тогда на каждое изъ тфлъ будетъ дЪйствовать 
во время удара столько различныхъ импульсовъ, сколько есть то- 
чекъ, которыми это тЪфло соприкасается съ другими. Число различ- 
ныхъ импульсовъ, дъйствующихь на всЪ тЪла, будетъ равно удвоен- 
ному числу воЪхъ общихъ точекъ соприкосновеня, при чемъ эти 
импульсы булутъ попарно равны и противоположны другъ другу, 
направляясь по нормалямъ въ точкахь соприкосновен!я. Такимъ обра- 
зомъ, выбирая для каждаго тЪфла оси коордипать по главнымъ цен- 
тральнымъ осямь инерцш, мы будемъ прежде всего имЪть для каж- 
даго тфла слфдующия уравненя, подобныя (403) и (404): 


21 = М(и—и), >3Ут=М (9—0), ХМ №) (425) 
27 (те— пт ) = Н (р. —р), 
ХУ (5 — К )=Н, (4, —4), (426) 
5-7 (М --тё) = Н, (г, —*), 

при чемъ суммы берутся по различнымь точкамъ соприкосновения 

тфла съ другими тфлами, и, для каждаго члена суммы, будутъ соот- 


вфтетвенно различны величины импульсовъ, координатт точки сопри- 
23 


и: 
пл 
— 
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косновешя и косинусовъ угловъ нормали съ осями координатъ. Въ 
каждую изъ такихъ системъ шести уравнен1й, кромЪ шести соотвЪт- 
ствующихъ неизвфетныхъ ц., ®,, №, р.. 0., 7,, войдутъ еще неизвЪет- 
ные импульсы, которые останутся во всфхъ системахъ уравненй 
неопредфленными, и могутъ быть произвольными, въ числ%, равномъ 
количеству общихъ точекъ соприкосновенш соударяющихея °другъ 
съ другомъ тЪлъ. Но на основани закона сохраненя энергии ра- 
бота всЪхъ импульсовъ должна быть равна нулю, ибо импульсы, ка- 
кой-бы величины они ни были, попарно равны и противоположны 
другъ другу. поэтому мы будемъ имфть еще услов!е, подобное (409): 


Ули, и) ии и) т (ое) ний (9) 


(и, Ню)" (ши | = 0, (427) 
ИЛИ 
ХУ-ИЕИ 7) 0, 


гдЪ каждый членъ суммы относится къ соотвЪтетвующей точкЪ со- 
прикосновения двухъ тфлъ. Для различныхъ точекъ соприкосновеня 
величины, входящ1я подъ знакъ суммы въ алЪфвой части ур. (427), 
будутъ вообще различны независимо отъ того, принадлежатъ-ли различ- 
ныя точки соприкосновения, къ которымъ эти члены относятся, одной 
и той-же парз тЪлъ, или разнымъ нарамъ. Такъ какъ услов!е (427) 
должно удовлетворяться, как!я-бы ни были величины различныхъь 
ИМПУлЬСовЪ, ТО мы заключаемъ, что множители при различныхъ про- 
извольныхъ пока величинахъ / должны независимо другъ отъ друга 
обращаться въ нули, велФдетв1е чего получаемъ рядъ уравнен1й вида 


ИИ (-У,, (128) 


число которыхъ будетъ равно числу точекъ соприкосновеня, т. е. чи- 
селу оставшихея неопредфленными величинъ импульсовъ. Такимъ 0й- 
разомъ, системы уравненй, вида (425), (426), (428), опредЪлятъ веъ 
неизвЪетныя величины, необходимыя для ршеня разбираемаго во- 
проса. 

Въ тому-же результату мы прйдемъ, если примемъ, что всъ 
удары совершаются не одновременно, но въ безконечно быстрой по- 
слЪдовательности, одинъ за другимъ, черезъ безконечно малые про- 
метутки времени. Такъ, мы предположимъ, что первое тЪло сиер- 
ва Ударяетсл одною своею точкою объ одно тЪл05 затфмъ дру- 
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гою—0 другое тЪло, или о тоже самое; зат$мъ посл довательно 
0б'ь остальныя, наконецъ, можетъ быть снова нЪеколько разъ—0 тъ- 
же самыя тфла, въ прежнемъ или иномъ какомъ порядкЪ, и такъ да- 
15е; тоже самое относительно другихъ тЪлъ до тЪхъ поръ, пока они 
приобрЪтутъ окончательныя скорости, обусловливающ!я разъединене 
соприкасавшихся элементовъ. Въ такомъ случаЪ очевидно, каждый 
изъ импульсовъ „/ будетъ слагаться изъ опредфленнаго числа мень- 
шихъ импульсовъ по тому-же самому направленю, и въ наши урав- 
неня войдетъ такое-же число отдфльныхъ неизвфетныхъ суммъ, 
сколько прежде было неизвЪстныхъ импульсовъ „Л; но очевидно так- 
Же, что ни одно изъ отдЪльныхъ слагаемыхъ каждой суммы не явится 
въ упомянутыхъ уравнен1яхъ множителемъ или дфлителемъ врознь 
отъ дДругихъ слагаемыхъ той-же суммы, слЪфдовательно, введен1емъ 
ббльшаго числа послфдовательныхъ импульсовъ число неизв стныхъ, 
подлежащихъь исключеню изъ нашихъ уравненй для опредъленя 
искомыхъ окончательныхъ скоростей, не увеличится, ибо исключать-’ 
ся будутъ не отдЪльные вновь введенные импульсы, но ихъ суммы, 
въ чиелЪ равномъ количеству общихъ точекъ соприкосновения. 

Для примЪра представимь себЪ рядъ тЪлъ, центры инерщи ко- 
торыхъ расположены на одной прямой, и притомъ такъ, что эта пря- 
мая совпадаетъ со веЪми нормалями въ точкахъ соприкосновен1я 
упомянутыхъ тфлъ. Пусть два крайн!я тфла ряда обладаютъ посту- 
пательными скоростями ци 1); а промежуточныя 7—1 тФль до 
удара находятся въ покоЪ, или вообще обладаютъ поступательными 
скоростями, перпендикулярными къ общей нормали, и угловыми 
скоростями, при чемъ скорости того и другаго рода отъ удара не 
изм няется. Если выберемъ оси координатъ, какъ въ первомт, прим%- 
р%, то импульсы, дЪйствующ!е на наши т®ла, должны быть обозна- 
чены слфдующимъ образомъ: на первое тфло: //', на второе: /' 4", 
на третье: У", 4", ит. д. на предпослднее: /°“-5, 6) и на по- 
слЪднее: „7. ЗатЪмъ урр. (425) и имъ подобныя дадутъ: 


Л — М(и Ц), = М, ИШ— Л! — Мии..... 


| (429) 
«Де)— «/(®—1)-— Изё-эцы в, — в) — Ис) (и — 0“) . 


ов 


Точно также изъ урр. (428) и подобныхъ имъ получимъ: 
еи- и) щи ии ши, 
—6 (\""— и") —— и." __ Ц," , —. 6 (це в— и) — ео — и, 0 
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И Такъ какъ 


Ц! —- 11" — 11!" — Це-О ==0 . 


то 
—еи—=и — Ц, ИЩИ, Ци -О... 430) 
Не ЦО, еще — Циети и; 
складывая уравнения (430), получаемъ: 
—е(и — Ц) = Ц — и. (431) 
ВромЪ того изъ тфхъ-же урр. (430), легко находимъ, что 
ИЩИ. О. 
велЪдетв!е чего урр. (429) даютъ: 
Ми -- и) = — М (ще — ЦО). (482) 


Сравнивал $рт. (432), (431) съ урр. (421), (422), мы заключаемъ, 
что два крайшя тЪза пртобрЪтаютъ отъ удара такя-же скорости, 
какъ если-бы соприкасались другъ съ другомъ непосредственно; ско- 
рости-же промежуточныхъ тлъ остаются безъ измфнения. 


РЖ 


Въ заключене перейдемъ къ случаю, когда тЪлда при ударЪ 
соприкасаютея не отдЪльными точками, по плоскостями конечныхъ 
размЪровъ. При этомъ вопросъ не потеряеть своей общности если 
мы остановимея на случаЪ удара двухъ тфлъ, соприкасающихея од- 
ною плоскости. 

Прежде всего докажемъ, что если относительныя нормальныя 
скорости трехъ паръ совпадающихъ при ударЪ точекъ двухъ ТЪаЪ, 
не измЪняютъ своей величины, мфняя только евой знакъ. то тъмъ- 
же самымъ свойствомъ обладаютъ нормальпыя скорости въ каждой 
точкЪ неопрелЗленно ограниченной плоскости, проведенной черезъ 
упомянутыя три точки, которыя вообще не лежатъ на одной прямой. 
Для простоты выберемъ оси координатъ такъ, чтобы ось х-овъ была 
перпендикулярна къ плоскости трехъ точекъ, а друпя двЪ 06си ле- 
жали въ этой плоскости; скорости и, и, р, р’ ит. д. будемъ отно- 
сить къ этимъ новымъ координатамъ. Начало координатъ примемъ 
въ одной изъ трехъ точекъ и координаты двухъ другихъ обозначимъ 
черезъ От, 6 и О, 1,. 6. Тогда три уравненя, вида (428), для 
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упомянутыхъ точекъ примутъ форму: 


и = (и), 
ии (ия) (а 9) ии (и, 9) (91—91), 
ии а, (фм) — 9, (9—9) == — ам | (рии) - (1—9, 


откуда имфемъ: 

ии 9) — 9, (9 - 91 4, —- 91) =0, 

12 (7 — т, и.) —6. (4 —4@' {+ Ч: —- 41’) -—=0, 
и слЪдовательно: 

мии =0, 494—949 -—@,==0, (1434) 
если только нФтъ услов1я, что 


(433) 


Паб — = 0, т.е. =, 
-1 62 


которое можеть имЪть мЪфсто, когда двЪ точки (1) и (2) лежатъ 
на одной прямой, проходящей черезъ начало координатъ; а такой 
случай исключенъ нами выше. Но если равенства (434) такимъ об- 
разомъ должны существовать, то урр. (433) и имъ предыдущия удо- 
влетворятея всякими произвольно выбранными величинами коорди- 
нать 1 ие, т. е. будутъ имЪть силу для воЪхъ точекъ плоскости, 
‘проходящей черезъ три точки соприкосновешя, и притомъ не зави- 
спмо отъ того, будетъ-ли эта плоскость дЪйствительно ве$ми своими 
точками принадлежать заразъ тому и другому тБлу, или будетъ пред: 
ставлять с0б0ю геометрическое мЪето воображаемыхъ совпадающихъ 
точекъ, неизмЪнНо связанныхъ съ тЪмъ и другимъ тфломъ, безъ из- 
мъненя массъ и моментовъ инерцши этихъ поелфднихъ. Сл дователь- 
но вообще, если въ одной ограниченной части какой либо общей 
плоскости двухъ соударяющихся тфлъ величина относительныхъ ско- 
ростей по нормали сохраняется съ измЪненемъ знака, то тёмъ-же 
самымъ свойствомъ обладаютъ всЪ остальныя матерлальныя, или во- 
ображаемыя, точки той-же плоскости. 

Изъ вышесказаннаго очевидно, что, въ случаЪ соприкосновения 
соударяющихся тЪлъ плоскими частями ихъ поверхности, мы можемъ вы- 
брать любыя три точки въ плоскости соприкосновен1я, не лежащая на 
одной прямой, и рЪшать вопросъ о соударен!и въ этихъ трехъ точкахъ, 
ибо три импульса перпендикулярные къ данной плоскости мы всегда мо- 
жемъ замфнить имъ эквивалентными импульсами, перпендикулярными къ 
тойже плоскости, при чемъ относительныя скорости точекъ приложен1я 
каждой изъ трехъ паръ новыхъ импульсовъ будутъ слфдовать тому- 
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же закону, какъ точки приложен1я прежнихъ импульсовъ. Тоже са- 
мое является боле очевидным изъ елфдующихъ непосредетвенныхъ 
разсужденй. 

Въ данномъ случаЪ мы должны предполагать, что равные и взаимно 
противоположные ударные импульсы приложены къ каждой точкВ пло- 
скости соприкосновеня, велъдетв1е чего урр. (425) и (426) пред- 
ставятся въ слЪдующей форм: 

154 — М(и —и) му — М(9— 95), и = М(0— 10), (435) 
те — п = Н\ (р — р), 
нуу — Ге = Н,(9,-- 4), (486) 
[УТ —туУ-ЛЕ == Н.(7 —/), 
и подобныя-же уравнентя для втораго твла— въ формЪ: 
[7 — М (и), т = (0—9), по = М! (0-0), (437) 
тии" — и’ = Ну (р-р), 
УЕ" — ПУье! == Н! (4 —9’), (438) 
ПУЛ! - ТУ == Н/(к!- т), 
гдф суммы берутся по воЪмъ точкамъ соприкоснонен1я, координаты 
которыхъ взяты по одной или другой изъ двухъ системь. Въ приве- 
денныхъ уравнен1яхъ, кромф двЪнадцати послФударныхъ искомыхъ 
скоростей, заключаются еще неизв$етныя величины: 

УЛ, УЛ, У, У, У, Уи, ХЛе!, (438) 
при чемъ шесть послфднихъь изъ нихъ связаны между 6с0б0ю тремя 
уравнен!ями, вытекающими изъ того геометрическаго соображеня, 
что точки, по которымъ берутся суммы для перваго и втораго твла, 
принадлежать одной и той-же плоскости, но даются координатами по 
Ву м разнымъ системамъ, положенше которыхъ относительно другъ 
друга должно быть дано. Поэтому, обозначая косинусы угловъ между 
осями обфихъ системъ по ниже слЪдующей таблицЪ 


и обозначая координаты центра инерщи перваго тЪфла, относительно 
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центральныхъ 0сей инерщи втораго, черезъ х, у, 2 мы будемъ 
ИМЪТЬ: 


И =а-+ ат ал- аз, 
У 6,6 + 6,1 6,5, (439) 
Иа 6 + ем + 655, 
откуда 
УЕ! — ху -- а. У + а,У-Ти ах , 
Ули иХь7 + 6.576 Е ВХ + В У-Ле , (440) 
[4 — 2557 -- с. У ++ с, ХУ + с. Уые. 
Въ систем уравненй (435)—(438) должно быть еще прибавлено | 
услов!е, что, для каждой точки (61,2) плоскости соприкоснове- 
ня, относительныя скорости того и другаго тфла по нормали будутъ 
сохранять свою величину до и послЪ удара, мЪняя знакъ. Это усло- 
в1е представляется уравненемъ ‘'(410), въ которомъ координаты 
Е, т, си выраженныя черезъ нихъ съ помощшю (439) координаты 
, т’, с’ будутъ принадлежать любой точкЪ плоскости соприкоснове- 
н1я. Написавши услов1е (410) въ видф, 
48 -- Ву + О-=0, (441) 
гдЪ на основании (439): 
А=и(4, +) т +9) 
НЕРВ, (у - 9) — са м [в, (рр фа +") 
Ня [а а 9)— (ри, 
В-= Им, и) п(р, + р) 
НВ, (ии "6, (а Ч т [в (ри р) — а, (т! т] 
+ п [а, (9-9) — 6 (Фр, 
С=т( р. р) — Ца, +9) (442) 
ЕВ, +”) — с (4 9-Е в [6 (р р) — в”) 
+ и [9 (Ч 9) — В, (р-р, 
В= Ки фи) т (0, + 5) + в, | %) 
+ и + и у #) — 29-9 
Ни [о о" -- 2 (ри + 2—2 +") 
+ и [Ю-- ®-- 2 (а 9) — уф], 
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и замЪчая, что координаты 5. 1. ©, кромЪ условтя (441), должны удо- 
влетворять уравненю плоскости соприкосновения: 


[: Ч т + и = р. (443) 


гдЪ ЛД есть разстояню этой плоскости отъ начала координать (сравн. 
(115), $ 4+3), мы находимъ, помножая ур. (443) на неопредъленный 
множитель Л и складывая его сь ур. (441), что въ нолучаемомъ 
такимъ образомъ уравнении, 


(АНАЛИЗ (В -| Ат) и + (С Ане О - 2—0. (444) 


мы можемъ разематривать, велфдетв!е неопредфленносети Л, величи- 
ны с ти какъ совершенно произвольныя. Поэтому ур. (444) 
должно распадаться на четыре слЪдующия: 

А ^=-0, Бат О0. САИ —-0, 0-22 -О. (445) 
ВромЪ того, на основаниг (443), имемъ еще: 

[УЕ УтьТа ик = ПУ. (446) 

Восемь уравнений (440), (445), (146), веть съ двЪнадцатъю урав- 
нешями (435)—(435), внолнЪ достаточны для опредфленя двЪнад- 
цати искомыхь послфударныхъ скоростей, семи суммъ (430) и мно- 
жителя Л. 

Найдя суммы (138), мы можемъ задатьея вопросомъ о нахож- 
ден! распредфленя импульеовъ по элементамъ плоскости соприко- 
сновешя. Ршен!е этого вопроса совершенно тождественно съ во- 
просомъ о распредЪлени давлений, разобраннымь въ & 45; поэтому 
мы здфеь не будемъ па немъ останавливаться. 


ое 


